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Abstrakt

Ispred uspesnog menadzera, vodje velike ili male kompanije, v savremenim ekonom-
skim uslovima na trZistu, kao i brzim protokom informacija, postavija se bezbroj
pitanja, na koja treba pravovremeno i uspesno odgovoriti. Od uspesnog menadZera
u svakom slucaju se ocekuje da donosi odluke sa kojima treba "pobediti trziste”. To
podrazumeva ostvaritt maksimalan prihod u datim uslovima, a minimizirati troskove,
vrlo cesto, maksimizirati prodaju, $to obezbedjuje dobar marketing kompanije, ponekad
i na Stetu profita, napraviti dobar izbor proizvoda za plasman, i pored mnogih drugih
zahteva treba sacuvati zadovoljne radnike. Da bi se sve to postiglo na najoptimalniji
nacin, potrebno je biti i dobar vizionar, odnosno na nagbolji mogucéi nacin izvrsits
prognozu u poslovnim procesima. U svetu ZmenadZmenta postoji jedna lepa izreka
"The art of Managing is in foreseeing”, ili u prevodu ”Umetnost menadzZmenta je
u predvidjangu”. U svakom slucaju biti uspesan menadZer, znaci baviti se jednom
kompleksnom, zahtevnom, preciznom umetnoséu, koja pored kontinuirano pracenje
savrementh ekonomskih tokova zahteva i jake obrazovne temelje iz razlic¢itih oblasti,
kao sto su Ekonomija, Preduzetnistvo, Informatika i sve viZe poznavanje matema
tickih i statistickih metoda kojima se moze izvrZiti optimizacija razlicitih poslovnih
procesa.

Poznavanje matematickih metoda i modela optimizacije, postaju vise nego potre
bni, interesantni i neophodni. Otuda i motivacija za bavljenje ovom problematikom i
1zradom ove doktorske disertacije pod nazivom Matematicki modeli optimizacije
poslovnih procesa. Ekonomisti u svojim istraZivangima uglavnom koriste statisticke
metode za obradu podataka, ali mnoge matematicke metode nisu dovolyno poznate 1
dovolyno iskoriséene. Iz tih razloga u ovom radu bavicemo se nekim poznatim mod-
elima kvantitativne analize, primenicemo th na konkretna istraZivanja, analizirajuci
razlicite ekomomske parametare, a postavicemo i neke nove modele.

Ova disertacija obuhvata metode Nelinearnog programiranja, koje je izuzetno
vazno za situacije u kojima se javljaju nelinearni uslovi, gde nije moguce primeniti
klasi¢no Linearno programiranje, i tom metodom ce biti resen problem maksimiziranja

prodaje u istraZivanju sprovedenom u kompaniji Delhaize u Zajecaru. Zatim Di-
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namicko programiranje, kao specijalan slucaj Nelinearnog programiranja, $to cée biti
iskoriséeno za istraZivanje sprovedeno u Fabrici mernih transformatora u Zajecaru
u traganju za najoptimalnijom raspodelom sredstava u proizvodngi izabranih transfo-
ratora. Metoda Markovljevih lanaca , kao nedovoljno iskoriséena, a vrlo jednostavna
bice primenjena, po prvi put na Beogradskoj berzi u predvidjanju znacajnom za in-
vestitore , a koje se odnosi na najbolji izbor akcija za investirange. I na kraju, zan-
imljiva Teorija igara bice primenjena u ekonomskom smislu, odnosno bice postavijen
originalan model uw marketing odlucivanju. Za neka od istraZivanja, napravijene su
i softverske analize, ¢ime njihovo znacengje je jos vece, a softverski paketi mogu da
se iskoriste i za druga istraZivanja, gde se moze postaviti slican model.

Naucni doprinos ove doktorske disertacije ogleda se, pre svega, u teoriskom i em-
pirigskom smislu. U teoriskom smislu su iskoricene neke poznate metode i postavljens
modeli za konkretna istrazivanja, a ujedno su napravljeni i originalni metodi. U em-
piriskom smislu dobijeni su rezulatati, koji mogu da budu od znacenje za kompanije
u koje su istraZivanja izvrsena. Pored toga, otvorena su i mnoga pitanja za buduca
istrazivanga. Mogu da se proucavaju razne druge metode, postavljaju novi modeli,
uporedjuju rezultati dobijeni razlicitim metodama, da se ispituje kompatibilnost ra-
zlic¢itih metoda, td.

Kljuéne reci: nelinearno programiranje, maksimiziranje prodaje, dinamicko
programiranje, optimalna raspodela sredstava, markovljevi lanci, berza akcija, mar-

keting odlucivange, Teoriji igara.
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Mathematical Models in Busniss Process
Optimization

Abstract

qln a modern business market q by the rapid flow of information, a successful
manager, the leader of either a small or a large enterprise, faces a number of ques-
tions that have to be dealt with duly and successfully. The successful manager is
always expected to make decisions which will ultimately ‘conquer the market’. This
means making maximum profit under the given conditions and cutting costs as much
as possible at the same time, maximizing sales through a good company marketing
and sometimes at the expense of the profit itself, selecting the right products to launch
in the market and, besides a number of business issues and requirements, keeping
the company’s workers satisfied at the same time. It requires a good visionary to
accomplish all this in the most effective way, that is, he or she has to make busi-
nesspredictions in the best way possible. There is a saying 'The art of managing is
in foreseeing.” In any case, being a successful manager means dealing with a com-
plex, demanding and precise art which involves keeping up with the current economic
trends andhaving a solid educational background in various fields such as economics,
entrepreneurship, computer sciences and increasingly the knowledge of mathemati-
cal and statistical methods used in managing and optimizing a company’s business
processes. The knowledge of mathematical methods and models when managing and
optimizing a company’s business processes has become interesting but alsoa necessi-
tymore than ever. This is the reason and the source of motivation for writing this
PhD thesis titled "Mathematical Models in Business Process Optimization’. Statis-
tical methods for data processing have mainly been used by economists while many
mathematical methods have not been known or used enough. Therefore, this thesis
deals with a number of well-known quantitative methods which are applied to concrete
research after which different economic parameters are analyzed; it also offers new
models. The thesis deals with nonlinear programming methods, which is extremely

important in nonlinear conditions when classical linear programming is impossible
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to use. This nonlinear method is used to solve the sales maximization problem in
the research conducted in Delhaize Company in Zajecar. Then there is dynamic pro-
gramming as a special case of nonlinear programming used in the research carried
out in Measuring Transformers Factory in Zajecar when we tried to find the most
optimal resource allocation of the chosen transformers. Markov chains, a quite sim-
ple but insufficiently used method, will be applied for the first time at the Belgrade
stock exchange to solve the problem of choosing the best shares to buy, a significant
issue for investors. And finally, there is the interesting Game theory whoseoriginal
model will be applied in marketing decision-making. There are software analyses for
certain research, which only adds to their significance, not to mention that software
packages may be used for other research with similar models. The scientific contri-
bution of this PhD thesis is both theoretical and empirical. As far as the theory is
concerned, the thesis uses a few well-known methods and makes models for concrete
research while offering new methods at the same time. When it comes to practical
importance, the companies in which the research has been conducted can use the
concrete results to improve their business. Besides, this thesis has opened the door
to future research. A number of methods can be studied, new models can be made,
results compared, compatibility of different methods questioned, etc.

Key words: Nonlinear programming, sales maximization, dynamic program-
ming, resource allocation, Markov chains, stock exchange, Game theory, marketing

deciston-making.
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Glava 1

Organizacija i struktura projekta

1.1 Problem istrazivanja

Ekonomski problemi koje razmatramo u okviru teme Matematicki modeli
optimizacije poslovnih procesa motivisani su pre svega naglim razvojem mod-
ernih tehnologija, kao i razvojem globalnog trzista, sto svakako otvara osnovno pi-
tanje metodologije upravljanja poslovnim procesima u savremenim uslovima kada
strane menadzmenta znatno uvecan, a koji u nekim slucajevima moze da ima ne-
sagledive posledice na konacno finansijsko poslovanje kompanija. Otuda su sve veéi
zahtevi za profesionalizacijom upravljackog menadzmenta, a poslovne odluke moraju
se donositi na utemeljenim egzaktnim ekonomskim parametrima.

Do relanih parametara koji opisuju neki polsovni proces ili trziste u opste,
posebno finansijsko, moguce je doé¢i samo primenom metoda kvantitativne anal-
ize, tj. primenom raznih matematickih modela optimizacije pojedinih situacija u
poslovanju preduzeca, sto menadzmentu omogucuje donoSenje kvalitetnih poslovnih
odluka. Ovakav pristup upravljanju poslovnim procesima moze na neki na¢in da
obezbedi efikasno upravljanje i konacno stvaranje profita, sto je svakao glavni cilj

svake kompanije.
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Polaze¢i od napred navednih ¢injenica nazire se problematika kojom se bavimo u
okviru ove teme. Naime, s’obzirom da je krajnji cilj svake kompanije ostvarenje mak-
simalne dobiti uz minimalne troskove proizvodnje, to je u fokusu nasih opservacija
postavljeno preduzece kao sistem raznih tehnoloskih procesa i kao takvo uzeto za
predmet istrazivanja u smislu analize poslovanja, otkrivanja nedostataka u organi-
zaciji proizvodnje, analize moguc¢nosti da se neki parametri proizvodnje optimiziraju
primenom odgovarajuc¢eg matematickog aparata, kako bi se maksimizirala dobit.

Sozirom da svaku proizvodnju obavezno prati i pitanje uticaja te proizvodnje na
spoljnu sredinu, dakle, rec je o ekologiji u opste, to se kao problem istrazivanja, samo
po sebi, namece i pitanje zagadjivanja spoljne sredine kao i mogucénost optimizacije
raznih ekoloskih konflikata koji su obavezni pratioci ve¢ine tehnoloskih procesa.

Na kraju, osnovna svrha bilo kakve proizvodnje jeste pozicioniranje kompanije,
kako na domacem tako i na globalnom trzistu, ¢ime se kompanija izlaze neprekidnim
izazovima konkurencije. Osim trzista uopste, skoro svaka ozbiljna kompanija nuzno
se pojavljuje i na raznim finansijskim trzistima kao $to su trzista hartija od vrednosti,
trziste akcija, berze itd. U ovom slucaju kao verni pratilac poslovanja u ovom
segmentu pojavljuje se jedan od fundamentalnih problema svake ekonomije a to
je rizik poslovanja uopste, a pre svega rizik pri investiranju, bilo da se radi o
investicijama u okviru predizeca, na primer, investiranje u nove tehnologije, u nove
proizvode ili rad na finansijskim trzistima. Metodologija A.A. Markova, tj. Teorija
Markovljevih lanaca na jedan neposredan nacin opisuje i problem rizika, ma da
postoje i druge metode koje direktnije u svoj algoritam ukljucuju i problem rizika,
kao sto je Teorija Markovica o diversifikaciji rizika. Naravno, kakve god teorije da
smislimo rizik kao takav se ne moze apsolutno anulirati, mozemo govoriti samo o

njegovom minimiziranju.

1.2 Predmet i cilj istrazivanja

Matematicko modeliranje kao metodologija i proces koji se kontinuirano odvija u
raznim nauc¢nim oblastima kao Sto su Operaciona istrazivanja, specijalno deo

koji se odnosi na ekonomiju, zatim oblast Kvantitativne analize, neprekodno
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motivisSe naucnike za kreiranjem novih matematickih modela kao i primenu pos-
toje¢ih u raznim konfliktnim situacijama koje mogu nastupiti u svakoj ekonomiji,
pa i u onim najrazvijenijim. Egzaktnih primera ima dosta. Na primer, problem
inflaacije, berzanski krahovi pojedinih indeksa tj. velike oscilacije cena pojedinih
roba koje utic¢i na stabilnost novéanih valuta kao Sto su plemeniti metali, energenti
itd, promasene investicije, kao i niz raznih drugih uticaja na ekonomiju u opste, od
kojih se mnogi i ne mogu predvideti.

Dakle, predmet istrazivanja, koijim smo se bavili u okviru ove teme, su razni
matematicki modeli optimizacije i njihove primene na reSavanje onih pitanja koja
su pre svega vezana za poslovanje pojedinih kompanija koje su nam dale saglasnost
za pristup raznim podacima iz oblasti njihovog poslovanja.

Osim toga israzivali smo primenu nekih matematickih modela na ponasanje nekih
ciljnih grupa u oblasti usluga kao sto je obrazovanje, itd.

Cilj istrazivanja u okviru navedene teme, odnosi se pre svega na ispitivanje
mogucénosti primene nekih matematickih modela u resavanju problema u proces-
ima proizvodnje onih kompanija u kojima nam je bio mogué¢ pristup. Na zalost u
nekima to nije bilo moguce. Osim ispitivanja primene poznatih modela, ucinjen je

i pokusaj konstrukcije nekih originalnih kao i njihova primena.

1.3 (Generalne i posebne hipoteze

Osnovna hipoteza od koje smo posli u okviru navedene teme moze se formulisati
na sledeé¢i nacin:

Prilagodjavanjem nekih poznatih matematickih modela kvantitativne analize, kao
i razvojem novih, moguée je izvrsiti optimizaciju raznih konfliktnih situacija u poslo
UNIM procesima.

Pomoc¢ne hipoteze su:

1. Metodom nelinearnog programiranja moguce je izvrsiti optimizaciju funkcije
ukupnih prihoda u nelinearnim uslovima.

2. Metodom dinamickog programiranja, kao specijalni slucaj nelinearnog programi-
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ranja, moguce je izvrsiti optimalnu raspodelu sredstava za investiranje.

3. Metodom Markovljevih lanaca moguce je dati prognozu promena raznih ekonom-
skih parametara, kao sto je: promena prinosa akcija na berzi, ponasanje potrosaca
itd.

4. Matematicke modele Teorije igara moguce je primeniti u optimizaciji raznih

ekonomskih situcija kao sto je, na primer, marketing odlucivanje.

1.4 Metode istrazivanja

U matematickoj teoriji postoji veoma veliki broj metoda i algoritama koji se primen-
juju ili se mogu primeniti u opisivanju raznih problema kako u ekonomskoj nauci tako
i u drugim oblastima u kojima se javlja potreba za optimizacijom raznih konfliktnih
situacija. S’obzirom da predlozena tema ima pre svega matematicku dimenziju, to
su i metode prilagodjene toj ideji. S tim u vezi koristi¢e se metodologije razvijene
u okviru Teorije Linearnog i Nelinearnog programiranja, dinamickog programiranja
kao specijalni slu¢aj metode nelinearnog programiranja. Jedna od modernijih teorija
koja sve vise nalazi primenu u ekonomiji ali i drugim nau¢nim oblastima jeste Teorija
igara ¢ije modele ¢emo takodje koristiti u optimizaciji nekih ekonomskih problema.
Osim navedenih, koriséene su i metode Matematicke statistike i Teorije verovatnoca,
kao posebne, ali i u kombinaciji sa nekim drugim metodologijama, naprimer, Teori-
jom igara, Slucajnih procesa i vremenskih serija koje danas predstavljaju nezaobi-
lazan alat u prognozi raznih ekonomskih procesa koji se egzaktno ne mogu opisati,
ali se za njih moze dati prognoza sa dovoljno velikom verovatno¢om za njihovu real-
izaciju. Ovo je posebno interesantno kada su u pitanju neka kretanja na finasijskim
trzistima, berzama itd. Jedna od Teorija koja se pored napred pomenutih veoma
cesto koristi jeste Teorija Haosa, Vremenskih serija i sluc¢ajnih procesa, a koje su
u okviru ovoga rada takodje koris¢ene, specijalno, Markovljeva Teorija ili Teorija
Markovljevih lanaca kojom se mogu pratiti sva kretanja na finasijskim trzistima ii

berzama sto je u ovom radu i ucinjeno.
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1.5 Ocekivani nauc¢ni doprinos

Polazeé¢i od metodologije i na¢ina organizovanja istrazivackog procesa u okviru
navedene teme, moze se zakljuciti kada je naucni doprinos ovoga rada u pitanju
da ima viSestruki znacaj i to nauéni, koji se moze posmatrati u dva oblika i to
empirjski i teorijski kao i drustveni.

Empirijski znacaj sastoji se pre svega u primeni postoje¢ih metoda i modela
kvantitativne analize i operacionih istrazivanja, vezanih za ekonomsku problematiku,
na istrazivanje poslovnih procesa i optimizaciju nekih njihovih faza u kompanijama
koje su nam dozvolile pristup svojim podacima i poslovanju u opste.

Naucni doprinos ovoga rada i rezultata koji su u njemu izlozenu, u teorijskom
smislu, ogleda se pre svega u Cinjenici da su empirijska istrazivanja u nekim kom-
panijama generisala kreiranje nekih novih modela optimizacije ka Sto je, na primer,
matematicki model koji se moze primeniti u oblasti marketinga, zatim ekologije i
na samo u ekologiji ve¢ i u raznim drugim oblastima, tj. u svakoj situaciji koja se
moze modelirati na ovaj nac¢in. Na primer, u vojsci, primena bioloskih sredstava u
eventualnim vojnim sukobima moze se optimizirati ovim modelom, zatim u biologiji
i svakako u raznim ekonomskim konfliktnim situacijama.

Ocigledno da navedena tema obuhvata veoma Sirok spektar problema i nauc¢nih
oblasti u kojima se vrse istrazivanja, sto za posledicu ima moguénost primene veoma
razlicitim matematickih metodologija i modela od kojih su u okviru ovoga rada
prezentirani samo neki od njih. Na taj nacin ova tema otvara mogucénost daljih
istrazivanja u oblasti operacionih istrazivanja i kvantitativne analize, Sto je vazno
za nove istrazivace koji zele da se bave ovom problematikom.

Drustveni znacaj ove teme i rezultata do kojih se doslo u okviru ovoga rada
sastoji se, pre svaga, u veoma Sirokoj primeni matametickih teorija i modela ¢ija
je primena u ovom radu prezentirana u kompanijama koje smo istrazivali u okviru
ove teme i na taj nacin pokazali njihov znacaj da i druge kompanije sa slichom
problematikom mogu resavati svoje probleme u poslovanju i organizaciji proizvodnje

uopste.
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1.6 Struktura disertacije

Sadrzaj i struktura razmatranih problema u okviru ove teme je dosta Sirok i
raznovrstan, sto je uslovljeno ¢injenicom da su nas neke kompanije, za koje smo bili
zainteresovani za istrazivanjem njihovih poslovnih procesa proizvodnje ili usluga,
prihvatile i omogucile pristup svojim podacima, dok su nas neke odbile sa ili bez
obrazlozenja, Sto je svakako imalo uticaja na samu strukturu i sadzaj teme kojom
smo se bavili.

U Glavi 1. opisana su neka uvodna razmatranja vezana za samu temu a koja
se odnose pre svega na problem i cilj istrazivanja, postavku osnovne i pomoc¢nih
hipoteza, metodologiju istrazivanja, nau¢ni doprinos koji ova tema nudi kao i opis
dobijenih rezultata, specijalno onih koji su znacajno doprineli istrazivanju u ovoj
oblasti.

U Glavi 2. izlozena je metodologija nelinearnog programiranja kao i opsti mate
maticki model kojim se mogu realozovatii optimizacije nekih ekonomskih problema.
Neki od njih opisani su u okviru dobijenih rezultata koji su takodje izlozeni u u
okviru Glave 2.

Nelinearno programiranje kao metodologija je veoma interesantna i znacajna u
istrazivanju raznih oblasti pa i u ekonomiji, pre svega zbog cinjenice da je broj
neresenih problema nelinearnog tipa daleko ve¢i od problema koji su linearnog tipa
i kao takvi mogu se resavati metodologijom linearnog programiranja u kojoj postoje
standardni modelii optimizacije kojim se moze resiti svaki zadatak ovakvog tipa.

Sa druge strane resavanje nelinearnih problema, posebno u ekonomiji, je veoma
komplikovano s’obzirom da ne postoje univerzalne metode za reSavannje pojedinih
slucajeva, pa je otuda svaki ovakav zadatak problem za sebe, sto istrazivace stavlja
pred problem da se za svaki takav zadatak moraju smislti originalne metode za nje-
govo resavanje. Ako se takve specijalne metode i kreiraju, javlja se drugi otezavajuéi
problem a to su pre svega veoma komplikovane procedure koje zahtevaju veliki
broj matematickih operacija koje treba izvrsiti da bi se doslo do kona¢nog resenja.

Ova ¢injenica za posledicu ima sastavljanje citavih timova stru¢njaka: ekonomista,
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matematicara, kao i programera s’obzirom da zadatke nelinearnog tipa ve¢ih dimen-
zija nije moguce resiti bez primene racunara. Dakle, za svaki zadatak nelinearnog
tipa mora se konstruisati originalni matematicki model kao i odgovarajuca softverska
aplikacija kojom se dati model moze resiti na racunaru, a zatim se vrsi postopti-
malna analiza dobijenih rezultata, izvlace potrebni zakljuci, sugestije i predlozi koje
dalje koristi menadzment kompanije.

U Glavi 3. opisani su osnovni elementi Teorije dinamickog programiranja, koja
se javlja kao specijalni slucaj nelinearnog programiranja. Ova teorija je od posebne
vaznosti za reSavanje raznih upravljackih zadataka u ekonomiji posebno. Na pimer,
znacajna je njena primena u donosenju odluka u oblasti investicija, proizvodnom
programu preduzeca, zatim u bankarstvu i mnogim drugim segmentima ekonomije i
u opste dinamicko programiranje je metodologija kojom se moze kreirati organizacija
upravljanja raznim poslovnim procesima.

U istrazivanju koje smo realizovali tokom izrade ovoga rada, uradjen je jedan
takav model na primeru kompanije Maxi u Zajecaru gde smo prvo metodom aproksi-
macija odredili funkcije prihoda P(x) i troskova T'(x), zatim je konstruisan model
nelinearni matematicki model kojim je izvrSeno maksimiziranje prodaje robe uz
odredjena ogranic¢enja na funkciju dobiti.ovi rezultati publikovani su u [66].

Takodje, osim ove kompanije, metdom dinamickog programiranja kao specijalnim
slucajem nelinearnog programiranja analizirano je i poslovanje kompanije FMT - a,
tj. fabrike mernih transformatora u Zajecaru, a koji su publikovani u ¢asopisu [67]

Glava 4. posvecena je Teoriji slucajnih procesa i vremenskih serija, specijalno,
razmatrani su Markovljevi lanci i njihova primena na Beogradskoj berzi i posmatrali
deset kompanija, kretanje njihovih akcija kao i prinose koje one daju. Osim toga, u
sektoru usluga, tj. obrazovanja, istrazivali smo opredeljenost maturanata u Okrugu
Zajecar i Bor za upis na pojedine faklultete u Srbiji pa izmedju ostalog i na FMZ u
Zajecaru i dali dugoroénu prognozu njihovog interesovanja za pojedine fakultete.

Inace ova teorije ima veliki prakti¢ni znacaj s’obzirom da ima Siroke mo guc¢nosti
primene u raznim oblastima ekonomije. Na primer, izmedju ostalog moze se pri-
meniti u istrazivanju trzista, konkretno ovom metodom moze se ne samo opisati,

ve¢ i predvideti, ponasanje potroSaca sobzirom na traznju nekih proizvoda, koju
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zelimo da testiramo.

Glava 5. u celosti je posveéena Teoriji igara, koja u optimizaciji veoma razlic¢itih
konfliktnih situacija u ekonomiji ima veliku primenu. Problem koji smo mi razma-
trali odnosi se na primenu ove teorije u marketing odlucivanju. Rezultati do kojh
smo dosli su originalni i objavljeni su u zborniku radova medjunarodne konferencije
MIT 2013 zajedno sa Univerzitetom iz Ruske federacije. Ova konferencija odrzava
se svake druge godine u saradnji sa univerzitetom iz Ruske federacije: Institute
of Computational Technologies, Siberian Brunch of the Rusian Academy
of Sciences, Novosibirsk, i njihovim nauc¢nicima, a rad koji smo objavili na toj
konfereneciji ruski deo organizacionog odbora izabrao je 10. najboljih radova medju
kojima je uSao i nas rad, !

Za matematicki model koji je ovde konstruisan za potrebe odlucivanja u mar-
ketingu, kreirana je i originalna softverska aplikacija kojom se simuliraju neki stati

sticki parametri.

1Stojanovié V, Bozinovié M, Petkovi¢ N.: Softvare implementacion of the model of game theory

in marketing decisions, Medjunarodna konfernecija MIT, Vrnjacka Banja, 2013.



Glava 2

Neke primene nelinearnog

programiranja u ekonomiji

U okviru ove glave izlazemo empirijske rezultate do kojih smo dosli istraziva
njem, a koji su dobijeni u kompaniji Dheleze group u Zajecaru. Metodologija
kojom smo se u ovom slucaju koristili uglavnom se odnosi na nelinearno programi-
ranje. Naime, radi se o matematickom modelu koji u prirodi, a posebno u ekonomiji,
pokriva mnogo veé¢i deo ekonomskih problema, od dela ekonomskih problema koji
se mogu resavati matematickim modelima linearnog programiranja. Otuda i moti-
vacija da upotrebimo ovaj matematicki aparat, s’obzirom da su i problemi koje smo
otvorili za resavanje nelinearnog tipa. Osim toga, na pocetku, vazno je istaci da ni
za jedan ekonomski problem nelinearnog tipa, ne postoji univerzalni matematicki
model kojim se optimizacija nekog upravljackog procesa moze realizovati, veé je za
svaki od njih neophodno konstruisati poseban matematicki model kojim se resava
samo taj konkretni slucaj.

Imajuéi u vidu obim i velicinu problema koji se mogu pojaviti, skoro da je
nemoguce izbec¢i kreiranje originalne softverske aplikacije kojom bi se postavljeni
matematicki model resio uz pomo¢ racunara, Sto smo i mi u okviru ove teme cinili u
nekoliko navrata. Naime, za neke od problema kreirani su originalne softverske ap-

likacije za resavanje matematickoh modela na racunaru, koje smo tokom istrazivanja
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postvili kao problem.

Dalje, opisa¢emo opstu proceduru pripreme za dobijanje konacnog resenja postavl-
jenog problema jednog upravljackog zadataka bez obzira na metode kojima ¢e se
on resavati, linearnim ili nelinearnim programiranjem, sto u krajnjem slucaju zavisi
od same prirode zadatka i vrste modela kojim on treba da se resi.

Ova glava u potpunosti je posveéena primeni, nelinearnog programiranja, dakle,

u slucaju kada je ekonomski problem koji se resava nelinearnog tipa.

2.1 Opsti matematicki model

U opstem slucaju, matamaticki modeli nelinearnog kao i linearnog programiranja
su veoma slicni. Naime i jedan i drugi imaju slede¢u strukturu, tj. svaki od njih
sadrzi sledeéa cetiri elementa:! 2

1. Funkcija cilja
2. Skup ogranicenja
3. Uslov nenegativnosti

4. Matematicki model .

Moguénost formiranja Funkcija cilja, jeste jedan od osnovnih uslova svakog up-
ravljackog zadatka i ona mora unapred biti definisana. U opstem slucaju jedan
problem se moze sastojati iz vise razli¢itih celina ili faza, kao sto je to slucaj kod
dinamickog programiranja.

U matematickom obliku funkcija cilja se izrazava nekom funkcijom F(x), gde je
X = (xl,...,xn)

n-dimenzionalni vektor. U ovom slucaju, F'(x) je funkcija vise promenljivih, za koju
potrebno odrediti ekstremnu vrednost.
Funkcija cilja se minimizira , zavisno od problema koji se reSava, na primer,

ako opisuje troskove, utrosak ma kakvog resursa, vreme izvrSenja nekog projekta u

!Bozinovi¢ M. : Operaciona istrazivanja. Ekonomski fakultet Kosovska Mitrovica, 2012.
2Milovanovi¢ G, Stanimirovié¢ P.: Simbolicka implementacija nelinearne optimizacije, Nis, 2002.
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zadacima mreznog planiranja, razne vrste gubitaka u proizvodnji, ili ako u problemu
transporta ona predstavlja vreme itd.

Obratno, ako funkcija cilja opisuje ukupnu dobit kompanije, ukupne prihode,
itd, tada se ona maksimizira, vidi [55]3

Skup ogranicenja, oznaci¢emo ga sa L i utvrdjuje se za svaki upravljacki zadatak
posebno. Skup ogranic¢enja je sistem od m jednacina ili nejedna ¢ina od promenljivih
x1 ..., 2, (koje se koriste i u funkciji cilja). Generalno, skup ogranicenja predstavlja
skup hiper povrsina ili hiper ravni n-dimenzionalnog prostora, vidi, [14] 4 kojima
je ogranicen domen, a koji ¢emo oznaciti sa D. Iz domena D se bira onaj vektor
x koji inicira ekstremnu vrednost ciljne funkcije F'(x). Sve moguce vrednosti za x
iz domena D nazivaju se dopustivim planom, a onaj vektor x koji obezbedjuje
da funkcija F'(x) ima ekstremnu vrednost naziva se optimalnim planom. Pored
skupa ogranic¢enja L postoji i prirodni skup ogranicenja koji se sastoji u tome da
komponente vektora x moraju biti nenegativne veli¢ine tj. x; > 0,7 =1, ..., n, koji

je u zadacima ovakvog tipa pznat kao uslov nenegativnosti.

2.2 Formulacija zadatka

Optimizacija je postupak nalazenja najboljeg resenja nekog problema pod odred-
jenim odredjenim uslovima, koji su obi¢no formulisani samim problemom koji se zeli
reSavati. Neophodne pretpostavke za ostvarenje zadatka optimizacije su:

1. Optimizacioni zadatak, koji u opstem slucaju moze biti proizvoljni proces,
ljudska delatnost itd.

2. Funkcija cilja, kao kriterijum optimalnosti.

Najbolja vrednost funkcije cilja F'(x) naziva se ekstremum ili optimumalna
vrednost.

Za problem koji treba resiti konstruisemo funkciju cilja, F'(x), pri cemu biramo

3Milovanovi¢ G, Stanimirovié P.: Simbolicka implementacija nelinearne optimizacije, Nis, (2002)

4Bozinovi¢ M., Stojanovié¢ V.: Matematichke metode i modeli u ekonomiji preduzeg. VSSS,

Leposavi¢, (2005).
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i odgovaraju¢i metod za izracunavanje njene ekstremne vrednosti. Kriterijum za
izbor konkretnog metoda biramo na osnovu postavljenih ciljeva kao i same prirode
zadatka koji se optimizuje, dok je konstrukcija ciljne funkcije F'(z), tj. formulacija
cilja, osnovni uslov za pravilno reSavanje postavljenog problema koji se optimizira.

U praksi proces optimizacije realizuje se na taj nacin Sto se konstruiSe uproséeni
matematicki model problema koji Zelimo da resimo tj. optimiziramo. Dalje, na
osnovu postavljenog modela formira se funkcija cilja F'(z), a zatim se vrsi karakteri-
zacija posmatranog problema ulaznim, x = (z1,...,x,), i izlaznim y = (y1, ..., Ym)
parametrima, koji su u okviru postavljenog matematickog modela povezani siste-

mom funkcija slede¢eg oblika:
y; = fi(x), j=1,...,m. (2.1)
Kriterijum optimalnosti jeste funkcija ulaznih i izlaznih parametara:
F =F(x,y).
Medjtim, iz (2.1) sledi da ciljna funkcija F' zavisi samo od upravljackih parametara
F=F(x)=F(x1,...,2,)-

U praksi skup upravljackih parametara x;,2 = 1,...,n je ogranicen, tj. oni se mogu
menjati unutar dozvoljenog prostora D,, pri cemu moraju ispunjavati sledec¢e uslove:
zmiingz)sigxmlax, i=1,...,n (2.2)

xeD,. (2.3)

Zadatak optimizacije definiSe se na slede¢i nacin: trazi se maksimum funkcije cilja

F(x)=F(xy,...,2,), (2.4)

tako da x € D,, pri cemu se upravljackim parametrima namec¢u uslovi definisani

funkcijama koje su zadane u obliku jednacina ili nejednacina::
O (T1,...,00) = o, l=1,...,m <n, (2.5)

,lvbj (1'1, ce ,Z’n) S ’l/)()j, ] = 1, .y Mo, (26)

12
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Funkcija cilja moze da bude linearna ili nelinearna, zavisno od toga kakva
je linearnost funkcije F'(x) = F(x1,...,n), tj. da li je ona linearna ili nelinearna.

Zadatak matematickog programiranja se sastoji u odredjivanju vektora

*

x* = (x7,...2})
koji predstavlja resenje sledeceg zadatka:
min F'(x)

gi(z) >0, i=1,..,m, (2.7)

Ako je ciljna funkcija F' linearna i ako su linearne i funkcije ¢;, i = 1,...,m i
h;, j=1,...,p, sadrzane u ogranicenjima, tada zadatak (2.7) predstavlja zadatak
linearnog programiranja.

Ako je bar jedna od tih funkcija nelinearna, tada se dobijeni problem naziva
zadatak nelinearnog programiranja. Ako uslovi u (2.7) odsustvuju radi se o
bezuslovnoj optimizaciji, a inace se resava problem uslovne optimizacije. Algoritam
za nalazenje maksimuma moze da se iskoristi za nalazenje minimuma, kojije u teoriji

LP-a poznat kao dualni problem:
min F'(x) = — max(—F(x)).
Takodje vazi i obrat:

max F'(x) = —min(—F(x)). (2.8)

2.2.1 Neke primene NLP-a u ekonomiji

Rezultati izlozeni u okviru ove sekcije objavljeni su u ¢asopisu Facta univerzitatis,
br.4. za 2015. godinu, vidi [66]° a dobijeni su tokom istrazivanja tj. anketriranja

potrosaca u kompanijama Deleze group u Zajecaru.

5 N. Petkovié¢, M. Bozinovic : Maksimizing sales under conditions of nonlenarity, Facta uni-

verzitatis, No 4.,2015. Nis.
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Kako je napred navedeno svaki problem nelinearnog tipa koji se zeli modeli-
rati nekim od modela nelinearnog programiranja zahteva specijalnu matematicku
pripremu konkretnog modela posto opsti metod za reSavanje zadataka ovoga tipa ne
postoji. To ¢emo i mi u ovom slucaju konstrisati matematicki model koji opisuje
samo navedeni problem. Naime, u ovom slu¢aju razmatramo situaciju kada pre-
duzece zeli da maksimizira prodaju svojih proizvoda u uslovima nelinearnosti. Primer
koji razmatramo, takodje dobro ilustruje Kun - Takerove potrbne i dovoljne uslove

da funkcija cilja u odredjenoj tacki postize svoju maksimalnu vrendost.

2.2.2 Uslovi optimalnosti Kun-Takera

Analizom funkcija koje proizilaze iz direktnog i dualnog Lagrange-ovog zadatka,
koji su poznati u teoriji NLP - a, moze se do¢i do niza ¢injenica, koje, pre svega, daju
potrebne i dovoljne uslove optimalnosti resenja oba problema. Osnovu za njegovu
primenu daju poznate teoreme Khun-Tucker-a, koje zauzimaju znacajno mesto u
teoriji konveksnog programiranja.f78?

Neka je X neprazan otvoren skup iz R", a f,g1,...,gn ranije definisane realne
n-dimenzionalne funkcije. Razmotrimo opet problem minimizacije funkcije f(x) pri
uslovima x € X i ¢;(x) < 0, i« = 1,...,m. U tom cilju, fiksirajmo proizvoljnu

dopustivu tacku xy € X i oznacimo

Pretpostavimo, dalje, da su funkcije f i g; diferencijabilne u tacki xq, a vektori
Vgi(x0) za i € I linearno nezavisni, gde za finkciju f(z) operator V znaci sledece:

_ Af (xo) 9f(20) 9f (o)
V= ( Ory ~ 0wy af@n))

Operatora V za funkciju g(x) ima isto znacenje kao i za funkciju f(x), .

SKurepa S.: Matematicka analiza 1, Tehnicka knjiga Zagreb,1975.
"Kurepa S.: Matematicka analiza 3, Tehnicka kniga zagreb, 1975.
8Kurepa S.: Konacno dimenzionalni vektorski prostori i primene, Sveuéilidna naklada - Liber,

Zagreb, 1976.
9Ljasko LL: Matematicka analiza 3, Visa Skola, Kiev, 1987.
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Tada vazi

Teorema 2.2.1. (potrebni uslovi Khun-Tucker-a). Ako je xo € X tacka

lokalnog optimuma postaviljenog zadatka optimizacije, onda postoje brojevi uy, . .., Up,
takvi da je
Vf(xo) + Y u;Vgi(xp) =0, (2.9)
i=1
pri cemu je u;g;(xo) =0 1 u; >0 za svako i =1,...,m.

&

_Vf{x;,} Ve lx,)

Vg 2(Xu )
Verlx)

Slika 2.1: Geometrijska interpretacija uslova Khun-Tucker-a

Na slici 2.1 prikazana je geometrijska interpretacija uslova optimalnosti Khun-
Tucker-a. Proizvoljan vektor predstavljen u obliku linearne kombinacije
Zuivgi(xo)7 u; > 0,
iel
pripada konusu razapetom nad vektorima gradijenata funkcija g;(x) koja definisu
ogranicenja u tacki xq. Iz jednakosti (2.9) sledi
—Vf(x0) = > u;Vgi(xo), (2.10)
iel
pa vektor —V f(xg) pripada konusu razapetom nad gradijentima funkcija aktivnih

ogranicenja g;(x) u tacki xy akko zadovoljava uslove optimalnosti Khun-Tucker-a.
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Brojevi uq, ..., u,; > 0 uobicajeno se i ovde nazivaju

Lagranzeovi ¢inioci, dok jednacine
u,-g,-(xo) :O, 1= 1,...,m, (211)

nazivamo uslovima dopunske elasti¢nosti. Uslovi Khun-Tucker-a mogu se za-

pisati u vektorskom obliku:
Vfx) +u’Vg(xe) =0 A ulg(x)=0 A u>0,

gde je Vg(xo) matrica reda n x m u kojoj je i-ta kolona jednaka gradijentu Vg;(xo),
au=(uy,...,un)!’ je m-dimenzionalni vektor Lagrange-ovih ¢inilaca. Medjutim,
u praksi se koeficijenti vektora u € R™ najcesce izracunavaju iz jednakosti
0, i¢1
U = )
o, 1€l
gde su a; > 0 resenja sistema linearnih jednacina (2.10). Ocito, ovaj sistem jednacina
je ekvivalentan sistemu (2.9), pa na osnovu linearne nezavisnosti vektora Vg;(xg), i €
I sledi da su njegova resenja, tj. vrednosti «;, ¢ € I jedinstveno odredjene.
Dalje navodimo dve teoreme koje opisuju kljucne uslove za reSavanje zadatka

NLP - a.

Teorema 2.2.2. (dovoljni uslovi Khun-Tucker-a) Neka su funkcije f i g;, i € 1
konveksne i diferencijabilne u tacki xo € R™. Ako su u istoj tacki ispunjeni uslovi
Khun-Tucker-a, tj. postoje brojeviu; > 0, i € I takvi da vazi (2.9), onda je xq tacka

globalnog minimuma postavljenog zadatka NLP-a. O

Teorema 2.2.3. (Arrow - Ethovenov) Ako su zadani nelinearni program

maksimizirati £ = f(x)
uz uslov  g;(z) <1y (1=1,2,...,m)
x>0

i zadovoljeni su sledecéi uslovi:
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(a). Funkcija cilja f(z) je diferencijabilna i kvazikonkavna u nenegativnom
ortantu.

(b). Svaka funkcija g;(z) w ogranicenjima je diferencijabilna i kvazikonveksna
u nenegativnom ortantu.

(¢). Tacka x zadovoljava Kun - Takerove uslove za maksimum.

(d). Ispunnjen je jedan bilo koji od sledeéih uslova:

(dy). f;(x) <0 barem za jednu promenljivu x;.

(d2). f;(x) > 0 za neku promenljivu x; koja uzima pozitivne vrednosti bez narusavanja
ogranicen]a.

(d3). Od n izvoda funkcije f;(x) nisu svi jednaki nuli a funkcija f(x) dva puta je
diferencijabilna u okolini tacke x, tj. svi parcijalni izvodi drugog reda postoje u tacki
X.

(dy). Finkcija f(x) je konkavna i tada x daje maksimum od & = f(x). O

2.2.3 Maksimiziranje prodaje

U klasiénoj mikro analizi poslovanja preduzeca uglavnom se postavlja cilj mak-
simiziranja profita. Medjutim, osim takvog cilja, menadzment, zavisno od modela
organizacije preduzeca, cilj maksimiziranja prihoda postavlja u nekim slucajevima
ispred same prodaje. Sobzirom da se ukupni prihod P, uzima kao jedan od vaznijih
parametara koji opisuje konkurentnost preduzec¢a u okviru odredjene industriujske
grane, a pored toga, povecanje prihoda od prodaje uzima se i kao kriterijum za ocenu
uspeha u upravljanu preduzeé¢em. Na taj nacin prihod kao parametar direktno utice
i na samo nagradjivanje, tj. zarade radnika pa i samog menadzmenta, sobzirom na
rezultate poslovanja.

Dakle, maksimiziranje prodaje!’ je svakako alternativni cilj organizacije pre-
duzeca, uz predpostavku da se menadzment preduzeca, kako bi izbegao eventualno

nezadovoljstvo vlasnika akcija, neprekidno brine i vodi racuna da nivo ukupne dobiti

OPpetkovié N, Bozinovic M.: Maksimizing sales under conditions of nonlenarity, Facta univerz-

itatis, No 4., Nig, (2015).
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ne padne ispod zadatog minimuma, tj.
min D, (z) = & . (2.12)

U tom slucaju problem upravljanja preduzec¢em sastoji se u maksimiziranju funkcije

ukupnog prihoda P, = P,(x) uz ogranicavajuéi uslov,
Dy, = Py(x) — Tu(z) = &, (2.13)

gde je D, (x) ukupna dobit, P,(z) ukupan prihod, T;,(z) ukupni trogkovi preduzeca, a

x obim proizvodnje ili traznja. Ovaj uslov drugacije mozemo pisati u obliku modela:
maksimizirati P, = P,(z)

uz uslov T, (z) — Py(z) < =&, (& >0)
xz > 0.

Pitanje primene Kun - Takerovih uslova na ovaj model zavisi pre svega od toga
da li je funkcija P,(x) diferencijabilna i konkavna, a funkcija T),(x) diferencijabilna
i konveksna, i sve dok je taj uslov ispunjen, na osnovu ¢ega mozemo zakljuciti da
je funkcija ogranicenja T,(x) — P,(x) takodje diferencijabilna i konveksna, pa se
Kun-Takerova teorema o dovoljnim uslo vima moze primeniti .

Naravno, da veci stepen opstosti nije moguce ocekivati ublazavanjem pretpostavki
o konveksnosti, odnosno konkavnosti, na kvazikonveksnu funkciju P, (x) i kvazikonkavnu
funkciju T,(x). U tom slucaju, uz te blaze pretpostavke, funkcija ogranicenja
T.(z) — P,(x) pretstavlja zbir dve kvazikonveksne funkcije, pri ¢emu nije sigurno da
je i ona sama kvazikonveksna. Ukoliko je taj sluc¢aj tada se novom predpostavkom
funkcija ogranicenja D, (z) moze transformisati u kvazikonveksnu, pa se u tom
slu¢aju mogu primeniti dovoljni uslovi za ekstrem.

Kun - Takerovi uslovi sastoje se od grani¢nih uslova:

g_i = B'(2) = ¢T."(v) + 6P, (x) <0
o0
96 = ~G@-T@)+P) 20 (2.14)

z >0,
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gde je 0 poznata Lagranzeova funkcija u nelinearnom programiran ju, a ¢ uveden

Lagranzeov multiplikator
0 = Pu(x) + (=0 — Tu(z) + Pu(x)),

pri ¢emu je ¢ > 0.
U slucaju da je P,(0) =01 7,(0) > 0, tj. da je proizvodnja jednka nuli, x = 0,

tada bi smo imali
w _
oo

Sto svakako narusava drugi granic¢ni uslov. Iz tog razloga umesto toga moramo uzeti

—& —T,(0) <0

x > 0, uslov koji je apsolutno u skladu sa ¢injenicom da nivo proizvodnje koji je jed-

nak nuli lezi izvan skupa moguéih resenja [z, x5]. Uslov z > 0 povladi, da je % =0,
sto znaci da prva slaba nejednac¢ina u (2.14) mora biti zadovoljena kao jednacina.
ResSenje te jednacine daje pravilo odredjivanja proizvodnje koja maksimizira prodaju
uz ogranicenje

P() = 15 T @) (2.15)
U izrazu (2.15) vrednost ¢ moze biti nula ili veéa od nule, tj. ¢ > 0. Ako je ¢ =0
pravilo se svodi na P/ (x) = 0, a preduzece Ce teziti da postigne nivo proizvodnje za
koju je grani¢ni prihod

P,(x)=P!(z)=0.

u

To bi bila idealna proizvodnja jer bi preduzece u tom slucaju doslo do maksimalnog
prihoda. Medjutim, ovako ekstremna situacija nije moguca uz nase pretpostavke jer
vrednost traznje x;, uz koju bi prethodni uslovi bili moguéi, lezi izvan skupa moguéih
resenja, tj. x; € [x1,22]. U tom slu¢aju moramo uzeti da je ¢ > 0, medjutim to onda
povlaci da je g—z = 0 odakle sledi da ogranic¢enje na profit mora biti zadovoljeno kao
jednakost, uz napore preduzeca da ostvari makar minimalnu dobit &,. Ako je ¢ > 0,
dakle slucaj kada proizvodnja maksimizira prodaju, tj. situacija kada su graniéni

prihodi manji od grani¢nih troskova, tj.

P, () <T,'(x)  jerje (2.16)

— <1
1+¢
Sto bi u opstem slucaju dalo visi nivo proizvodnje nego pravilo maksimizacije dobiti,

tj. P!(z) = T.(x), dakle, kada su grani¢ni prihodi i grani¢ni troskovi jednaki.
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U narednoj tabeli prikazani su rezultati istrazivanja koje smo sproveli u kom-
paniji Deleze, tj. Maxi Diskont u Zajecaru, a anketom je prac¢ena prodaja proizvoda
praska za pranje marke Ariel u periodu od 30. dana, pri ¢emu je traznja x u nared-
noj tabeli izrazena u kg - 102, a funkcije P,(x) i T,(z) u 10? dinara.

Skup diskretnih vrednosti funkcije P,(z) i T,(x) peikazane su u Tabeli:

b'e P,(x) | Tu(x)

1 89.00 5.

3 261 207.00
5.50 | 464.75 | 205.75
6.80 | 565.76 | 386.72
8.40 | 685.40 | 445.68
11.00 | 869.00 | 623.00
12.50 | 967.75 | 743.75
14.70 | 1106.90 | 945.27
16.20 | 1193.56 | 1099.32
18.50 | 1322.75 | 1361.75
20.00 | 1400 | 1550.00

Na osnovu empirijskih podataka do kojih smo dosli tokom istrazivanja , a koji su
prikazani u prethodnoj tabeli 1., metodom aproksimacija'l, vidi [13], dolazimo

do trazenih funkcija ukupnih prihoda
P,(z) = —1,0005z% + 89, 988z (2.17)

i ukupnih troskova

T.(z) = 32* + 10z + 150 . (2.18)

Grafici ovih funkcija prikazani su na slici br. 9.
Dalje, posto smo dobili trazene funkcije ukupnih prihoda P, (z) i ukupnih troskova
T..(z) mozemo primeniti napred opisane uslove optimizacije Kun - Takera, na mak-

simiziranje prodaje, sto za posledicu ima povec¢anje ukupnih prihoda.

' Metoda aproksimacija opisana je u knjizi M. Bozinovié: Operaciona istrazivanja, sa originalnim
softverskim resenjem, Metodi, koji sadrze set softvrskih reSenja za razne matematicke modele

medju kojima je i aplikacija za aproksimaciju funkcija na rac¢unaru, a koja je ovde koriscena.
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Slika 2.2: Graf aproksiimativnih funkcija ukupnih prihoda, troskova i dobiti

Problem optimizacije koji se u ovm sluc¢aju postavlje jeste maksimizirati funkciju

P,, tj. imamo

maksimizirati

P, = P,(z)
uz uslov T, (z) — Py(z) < =&, (& >0)
xz > 0.

kao i da ukupna dobit D,(z) ne moze biti manja od & = 50 - 10%, tj. jedan od
ogranicavajuci uslova je i

& > 50.

Primenom Kun Takerovih uslova polazimo od slede¢ih nejednacina:

O~ Plfa)— oTia) + 0Pl(x) <0 (2.19)
g—z = g~ Tu(w) + Pula) > 0, (2.20)

Dalje, nakon diferenciranja funkcija (2.17) i (2.18), kao i odgovarajué¢ih zamena

u (2.19) i (2.20), i sredjivanjem dobijenih nejednacina, u nasem slu¢aju konacno
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dobijamo
00
w —2,001x + 89,988 — ¢ (8,001x — 79,988) < 0 (2.21)
00
96 = —4,00052° + 79,988z — 200 > 0 (2.22)

Sada, ako u izrazu (2.22) stavimo da je z = 0 dobijamo —200 > 0 §to predstavlja
kontradikciju.

Dakle, uslov da x > 0 generise sledecu relaciju

00
z>0= - (2.23)
odakle dobijamo jednacinu
—2,001z + 89,988 — ¢ (8,001 — 79,988) = 0. (2.24)

Dalje, iz uslova ¢ = 0 imamo slede¢u jednacinu
—2,001x + 89,988 = 0 (2.25)
odakle dobijamo vrednost za z tj.
x =44,9715.

Ako sada vrednost za x zamenimo u (2.22) dobijamo da je

00
— = —4693,57 < 0
19J0) ’
e I .00 )
Sto je u kontradikciji sa uslovom da je 8_<Z> > 0. Dakle, ako sada postavimo uslov
¢ > 0 dobijamo jednac¢inu
00 9
70 = (0 <= —4,00052" + 79,988z — 200 = 0 (2.26)

Resavajudi kvadratnu jedna¢inu (2.26) dobijamo sledece korene:

71 =2,9296 x5 = 17,0649 (2.27)

Proverimo sada da li dobijena resenja, koreni x1 i x5, zadovoljavaju postavljeni uslov

optimizacije. U tu svrhu koren z; zamenimo u jednacinu (2.23) odnosno (2.24) pa
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dobijamo vrednost za ¢ ~ —1,488, tj. ¢ < 0, Sto je kontradikcija u odnosu na
predhodno postavljeni uslov da je ¢ > 0. Dakle, mozemo zakljuciti da koren x;
jdnacine (2.26) ne zadovoljava postavljeni uslov optimizacije. Ako to isto u¢inimo
sa drugim korenom x5 jednacine (2.26) dobijamo da je ¢ > 0 §to je u saglasnosti sa
postavljenim uslovom optimizacije traznje.

Sa druge strane, imamo da je funkcija ukupne dobiti D, (x) data sa

Dy(z) = Py(z) - Tu(x) (2.28)
= —4,00052% 4+ 79,988z — 150

Ako sada diferenciramo funkciju (2.28) i taj izvod izjednac¢imo sa nulom dobijamo

D] = —8,0001x + 79,988 = 0 (2.29)

odakle resavanjem jednacine (2.29) po x nalazimo vrednost za z tj.

z=9,9984. (2.30)

Dobijeno reénje (2.30) predstavlja traznju ili obim prodaje za koju se maksimizira
ukupna dobit D, u odnosu na posmatrani proizvod. Dalje, uporedjuci koren xs
jednacine (2.26) sa vrednoséu za z, tj. xy > x zakljuéujemo da je vrednost xo =
17,0649 ona vrednost kojom se maksimizira ukupni prihod P,(z), pod uslovom da

je minimalna vrednost dobiti
min D, = & = 50 - 10°. (2.31)

Napomena. Iz navedenog primera mozemo zakljuciti da je osnovna ideja pri
numerickom reSavanju zadataka NLP-a sa dve promenljive da se prvo pokusa sa
vrednos¢éu nula za svaku promenljivu odlu¢ivanja, ¢ime se znatno pojednostavljuju
granic¢ni uslovi, sobzirom da neki ¢lanovi u tom slucaju izcezavaju pa je matematicki
model znatno pojednostavljen. Ako u tom slucaju mozemo nac¢i odgovarajuce
nenegativne vrednosti Lagranzeovih multiplikatora koji zadovoljavaju sve granicne

nejednacine, tada ¢e resenje jednako nuli biti optimalno. Medjutim, ako u tom
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slucaju budu narusene neke od nejednacina, u tom slucaju mozemo uzeti da jedna
ili viSe promenljivih budu pozitivne. Za svaku pozitivnu vrednost promenljive
odlucivanja mozemo, oslabljivajem uslova, prevesti grani¢ni uslov koji je dat u ob-
liku nejednacine, u oblik jednacine. ReSenja takve jednacine ¢e nas dovesti ili do
reSenja ili do kontradikcije zbog ¢ega bi smo morali tragati za nekom novom idejom
i pokusamo nesto sasvim iznova.

Takodje treba napomenuti da ukoliko se u matematickom modelu nelinearnog
modela pojavljuju funkcije sa vise od dve promenljive, utoliko se sve vise komplikuje
reSavanje samog optimizacionog zadatka, pa u takvim sluc¢ajevima nuzno je preéi na
pisanje odgovarjuceg softvera i pre¢i na primenu racunara u rasavanju postavljenog
zadatka, Sto moramo priznati, u veéini slicajeva narocito slozenijim, nije jednostavno

i kao takvo zahteva pre svega timski rad.
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Glava 3
Dinamicko programiranje

Dinamicko programiranje, 122 kao specijalan slucaj nelinearnog programiranja, je
poseban matematicki aparat, koji omogucuje optimalno planiranje tzv. viSeetapnih
procesa upravljanja. Tu spadaju procesi u kojima se donosi niz odluka i one
se donose postepeno u vremenu. Mnogi zadaci upravljanja procesima u tehnici,
ekonomiji, vojsci, fizici, biologiji, itd mogu se pretstaviti u vidu viseetapnih procesa,
na koje se moze primeniti metoda dinamickih programiranja. Osnovni cilj jeste do-
bijanje optimalnog plana upravljanja, pri ¢emu se pod optimalnim upravljanjem
podrazumeva ono upravljanje, koje daje najbolje resenje, odnosno resenje kojim se
postize maksimalni cilj operacije. Za prakti¢nu primenu metode dinamickog pro-
gramiranja (pisa¢emo, kra¢e, DP metod) potrebno je da svaki razmatrani proces
ima svoj jasno postavljen matematicki model, sa precizno definisanom funkcijom
cilja, koji treba maksimizirati ili minimizirati, kao i ogranic¢enjima koja se moraju
uzeti u obzir u toku procesa. Za ovako postavljen zadatak, ukoliko su zadovoljeni
uslovi koje zahteva primena DP metode, treba naci funkcionalne relacije primenom
principa optimalnosti. U izvesnim sluc¢ajevima moguce je na¢i analiticko resenje, ali
najcesce resenje se nalazi numerickom analizom, uz primenu razvijenih programa.
Odredjivanje optimalne strategije zasniva se na principu optimalnosti koji se, prema

osnivacu ove discipline, naziva Belmanov princip optimalnosti. U slobodnoj in-

IBelman R.: Dynamic Progeaming,Princeton University Pres, Princeton, 1957.
2Bozinovié M.: Operaciona istraZivanja, Ekonomski fakultet K. Mitrovica, 2012.
3Bertsekas D. P. : Nonlinear Programming, Athena Scientific.(2004).
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terpretaciji, mozemo ga formulisati kao osobinu da optimalna strategija, bez obzira
na pocetno stanje i prethodno resenje, u svakoj narednoj etapi treba da odredi op-
timalnu strategiju u odnosu na prethodno dobijeno stanje, kao rezultat prethodnog
reSenja. Princip optimalnosti se moze izraziti matematicki, pomoc¢u funkcional-
nih jednacina ili rekurzivnih relacija pomoc¢u kojih se izrazavaju veze izmedju
funkcija cilja posmatrane etape i funkcije susedne etape. U narednom izlaganju
opisa¢emo detaljnije sve gore navedene pojmove, sa posebnim osvrtom na primenu
metoda DP-a u optimizaciji nekih konkretnih problema u matematici, ekonomiji i

sli¢no.
3.1 Osnovni pojmovi dinamickog programiranja

Pod terminom sistem podrazumeva se fizicki (tehnicki, ekonomski,...) sistem

koji se moze definisati kao vektor stanja

r(t) = [m(t) ralt) --- rN(t)].

Komponente vektora r(¢) odredjuju osobine sistema, a broj N naziva se dimenz-
ijom sistema. Ako py oznacava pocetno, a pi,ps,...Pn,... stanja sistema u uza-

stopnim vremenskim trenucima, onda postoji relacija
Pnt1 :W(pn)7 n:071727"'7

koja predstavlja skup vektora (p,, p1,po,- - -, ) kao reprezentaciju ponasanja sistema
u diskretnim trenucima vremena n = 0,1,2,.... Tada se moze re¢i da takav skup
vektora definiSe jednu specijalnu vrstu procesa koja se naziva viSeetapni proces.
Jasno je da je ovakva vrsta procesa definisana pocCetnim stanjem sistema p = pg i

trasformacijom W (p), sto se simboliéno moze predstaviti sa

[p, W(p)].

Proces se najjednostavnije moze opisati kao ponasanje sistema u toku vremena. U

opstem obliku, skalarne funkcije G(p,,p1,p2,--.,pn) koje zavise od procesa mogu
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se, kod viseetapnih procesa, iskazati kao funkcije sledeceg tipa

Z G(Pi)-

S tim u vezi nas ¢e pre svega interesovati razni procesi upravljanja, odnosno pro-
cesi koji proticu u vremenu i na ¢iji tok mozemo uticati planiranjem i realizacijom
odgovarajuc¢ih aktivnosti. Naravno, u vezi sa ovom problematikom, prirodno se
namece pitanje merljivosti, tj. kako odrediti koji od dva i vise modela upravljanja
procesom najbolje zadovoljava neke unapred postavljene kriterijume.

Da bi odgovorili na ovo pitanje, potrebno je izvrsiti matematicku karakterizaciju
ovog zadatka, tj. izabrati neki numericki kriterijum F' kojim mo zemo dovoljno dobro
opisati stanje u procesu, pa na taj nacin izmeriti i samu efika- snost njegovim up-
ravljanjem. Sasvim je jasno da ¢e kriterijum F' pri izboru raznih modela upravljanja
imati i razli¢ite numericke vrednosti na osnovu kojih mozemo planirati neke akcije
u buduénosti tako da F' dostigne optimalnu vrednost, tj. maksimum ili minimum,
u zavisnosti od toga kako je postavljen sam zadatak. Kada je re¢ o upravljanju pro-
cesima treba re¢i da pored metode dinamickog programiranja, postoje i druge
matematicke metode medju kojima je metoda dinamickog programiranja svakako
najvaznija.

Kako se primenjuje metoda DP-a u upravljanju procesom? Osnovna ideja u
primeni ove metode sastoji se u tome da se izabrana strategija upravljanja razbije
na vise faza, pa na taj nacin sam proces postaje viSestepeni proces, tj. mozemo
reci sastoji se od n faza.

Ozna¢imo sa U neko upravljanje datim procesom. Ako se radi o viSe etepenom
procesu sa n faza, onda se u svakoj fazi primenjuje neko upravljanje U; (i = 1,...,n).
Upravljanje ¢itavim procesom, u tom sluc¢aju, predstavlja niz upravljanja po fazama,
tj.

U= (U,Us...,U,)
koji ¢emo dalje zvati strategija. Sada, svakoj izabranoj strategiji odgovara odred-

jena vrednost kriterijuma F', tj.
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Osnovni cilj u optimalnom upravljanju jeste izabratii takvu strategiju U* za koju

kriterijum F' postize svoju optimalnu vrednost, tj.
F(U") = (opt)F.

Ako sa f; oznac¢imo efekat koji se postize u i-toj fazi upravljanja U;, tada je ukupan

efekat f,, optimizacije kriterijuma F' jednak

fu=fi+fot-+ fu

Postupak odredjivanja optimalne vrednosti kriterijuma F' realizuje se tako da up-
ravljanje u svakoj fazi obezbedjuje optimalno nastavljanje procesa. Drugim rec¢ima,
u i-toj fazi izbor upravljanja se vrsi s obzirom na preostale, moguénosti izbora u
preostalim fazama j = ¢ + 1,...,n. Onda se upravljanja U biraju tako da se
postigne optimalno upravljanje procesom ne samo u toj fazi ve¢ na svim fazama
j=114+1,...,n zajedno.

Prakticna primena modela DP se moze pokazati na primerima jednodimen-
zionalne ili viSsedimenzionalne optimalne raspodele resursa, pri ¢emu resurs moze
biti materijal, radna snaga, masine ili investicije. Problem se sastoji u raspodeli
jednorodnog resursa na n mesta trosenja, pri cemu ta mesta mogu biti razliciti
proizvodni procesi prerade (utroska) razmatranog resursa, ili razlicite linije, odnosno
masine, pri ¢emu je koli¢ina resursa ograni¢ena. Svako mesto trosenja (masina, linija
i slicno) ima razlicitu efikasnost, koja moze da se ogleda kroz dobit koja se ostvaruje
utroskom (preradom, tretmanom) odredjene koli¢ine resursa na odredjenom mestu
(masini, liniji, pogonu). Kapacitet svakog mesta trosenja je takodje ogranicen. Ako

funkcija cilja predstavlja dobit, onda se ona moze napisati kao

F = fi(r) + -+ fulzn), (3.1)

gde je
x; - koli¢ina resursa dodeljena j-tom procesu (masini, liniji),

fj(x;) - funkcija dobiti koja se ostvari kada se koli¢ina x; dodeli j-tom procesu

(magini, liniji).
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Posto je kolic¢ina resursa ogranicena, sledi da je
1+ 2o+ -+ xy, SS

gde je S ukupna koli¢ina raspolozivih resursa. U slucaju da su kapaciteti procesa

ograniceni, mogu da postoje i slede¢a ogranicenja
a1+ F apy < by,

gde je a; vrednost jedne jedinice resursa dodeljene j-tom procesu, a b; ukupan

kapacitet j-tog procesa.

3.2 Bellmanov princip optimalnosti

Osnovna ideja u primeni metoda DP-a, kako smo ve¢ prethodno istakli, sastoji
se u tome da se upravljanje nekim procesom podeli u vise faza, a zatim u svakoj od
njih izabere optimalno upravljanje koje treba da omoguci optimalno funkcionisanje
procesa. Pritom, optimalno upravljanje ima osobinu da, bez obzira na prethodno
stanje i upravljanje u ranijim etapama, naredne odluke moraju da daju optimalno
upravljanje u odnosu na trenutno stanje sistema. Rec¢ je o tzv. principu optimal-
nosti koji predstavlja srz metoda dinamickog programiranja, a postavio ga je Ricard
Bellman 1957. godine, u svojoj knjizi Dynamic Programming, Princeton University
Press, Princeton.*

Mate maticki model Bellman-ovog principa optimalnosti za slucaj aditivne
funkcije kriterijuma. ima slede¢u strukturu.

Neka su date funkcije fi(x1), fa(z2),..., fu(z,). Pretpostavimo da treba nadi

vrednosti z1, 2o, . . ., x, za koje funkcija
postize maksimalnu vrednost uz ogranicenja

axy + -+ ape, < b,

4Belman R.: Dynamic Progeaming, Princeton University Pres, Princeton, 1957.
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Optimizacija poslovnog procesa u FM'T Zajecar
gdejea; >0, x; >0 ib,>0.Za proizvoljno £ = 1,...,n uvodimo niz funkcija
{Fx(bx)} na slededi nacin
Fi(b) = Jnax {fi(z1)} = e {fi(z1)}, (3.3)
(b)) = max _ {fi(z1) + fa(z2)}
a1z1+a2z2< b2
- a2f£2%Xb2 {mwl;nl?zjfagmz [fl(xl) + f2 (1’2)]}
- azr:gsz {f2 (562) + alxénli}iazxz [fl (xl)]}
= max {fg(LL’Q) + Fl(bg - CLQLL’Q)} .
azx2< by
U opstem slucaju, dobijamo
Fi(br) = max {fi(vx) + Fr1(bp — axg) }, k=2...n (3.4)

o< bi/ak
pri ¢emu je Fy(by) = 0.

Jednacine (3.3) i (3.4) predstavljaju poznate Bellman-ove jednacine.

Na osnovu ovih jednac¢ina polazni zadatak sa n promenljivih razlaze se na n
jednostavnijih problema sa po jednom promenljivom, pa se, na taj nacin, reSavanje
moze realizovati po fazama. Funkcija F} se odredjuje neposredno, dok se funkcije
Fy, ..., F, odredjuju pomoc¢u rekurentne formule (3.4), pri cemu F),(b,) predstavlja

trazenu optimalnu vrednost.

3.3 Optimizacija poslovnog procesa

u FMT Zajecar

Fabrika mernih transformatora u Zajecaru, otuda i skracenica FMT, postoji od
1969. godine i bavi se proizvodnjom elektro opreme. U svom asortimanu proizvoda

izmedju ostalih proizvodi i transformatore niskog i srednjeg napona. Osim toga u
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svojoj ponudi trzistu isporucuje razne vrste potpornih i provodnih izolatora srednjeg
napona kao i optpornike za uzemljenje i ¢itavu paletu drugih proizvoda. Pojedini
proizvodi se isporuc¢uju u malim serijama u intervalu od 50 - 100 komada, serija veca
od 100 komada smatra se velikom serijom i komadna prodaje je u slucaju kada je
broj proizvoda manji od 50. Cene nekih proizvoda su razlicite pa je na taj nacin i
sam profit zavisi od formirane proizvodne cene za dati proizvod.

Osnovni problem menadzmenta fabrike sastoji se u nac¢inu raspodele obrtnih
sredstava u proizvodnju pojedinih artikala kako bi se ostvario maksimalni profit.® ¢

Na zahtev menadzmenta fabrike sproveli smo jedno istrazivanje za tri proizvoda
po njihovom izboru. To su prozvodi koji se isporuciju u velikim serijama pa je to
i bio motiv menadzmenta da se na egzaktan nacin pronadje optimalna raspodela
obrtnih sredstava koja se ulazu u njihovu proizvodnju. Dakle, radi se o slede¢im
proizvodima: Trafo niskog napona STEM - 081 do 0,72 KV, koga ¢emo oznaciti
krace sa 17, zatim Trafo srednjeg napona STEM - N 3821, do 35 KV, koga ¢emo
oznaciti sa Ty 1 Transformator JNT SM 24/12 od 24 KV, koga ¢emo oznaciti sa 7.

Prema podacima koje smo dobili iz racunovodstva fabrike za izabrane proizvode
procenat zarade u maloj i velikoj seriji kao i komdnoj prodaji dati su u sledecoj

tabeli:

Serije T, T T3

Mala 4816 | 37,14 | 30,42
Velika 40,00 | 29,52 | 23, 18
Komadno | 64, 62 | 52, 37 | 44, 91

Tabela 1.

U narednoj tabeli 2. prezentirani su podaci koji predstavljaju ocekivani profit u

slucaju investiranja navedenih suma u proizvode T, T, i T5.

5Petkovié N, Bozinovié M.: The aplicaton of the dynamic programming method in investment

optimization, Megatrend revija, 2016. (u Stampi).
6Stojanovié¢ V.:Matematicko programiranje, Prirodno - matematicki fakultet Kosovska Mitro-

vica, (2012).
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Ulaganja | T} 15 T3

20 000 9632 | 7428 | 6084

40 000 16 000 | 11 800 | 9 272

60 000 38 772 | 31 422 | 26 946
80 000 41 600 | 43 536 | 39 040

Tabela 2.

Menadzment raspolaze sumom u iznosu od 80 000,00. Eura koju treba investiratu
u proizvodnju transformatora T3, Ty i T3 tako da profit bude maksimalan.

Za reSavanje ovakvog investicionog problema koristicemo napred opisani mate
maticki model Belmanovog principa optimalnosti.

Odgovarajué¢i matematicki model u ovom slucaju konstruiSemo na slede¢i naécin:

Sa fi(z;) oznacavamo ocCekivani profit ulaganja sume z; u 7 - ti proizvod gde je
1 = 1,2,3. Funkcija cilja F' predstavlja ukupan profit ostvaren ulaganjem sume od
80 000. eura u proizvode 17,7, i T5. Na osnovu uvedenih uslova u postavljenom

problemu finkcija cilja F' ima slede¢i oblik:

(maX)F = fl(lli'l) + fg(l’g) + fg(l’g) (35)

uz ogranicenje da je x1+xo+x3 = 80000 i 21, x5, x3 > 0. Pisano u skra¢enom obliku

konstruisani model ima oblik:

3
> " a; = 80000 (3.6)
=1
x; >0, za,1=1,2,3.

napred opisan i realizuje se po fazama, pri cemu rezultat u svakoj fazi zavisi rezultata
u prethodnoj.

U prvoj fazi odredjujemo vrednost funkcije Fj(b;), tj. imamo
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Fl(bl) = Inax fl(l’l) (37)

gde b; uzima vrednosti iz skupa
S = {0, 20000, 40000, 60000, 80000}.

Daljim izrac¢unavanjem navedenih vrednosti funkcija dobijamo:

F1(20000) = 9632

F1(40000) = 16000 (3.8)

F1(60000) = 38772

F1(80000) = 41600

U narednoj fazi odredjujemo optimalnu raspodelu ulaganja u proizvode T3 i 15,

pa funkcija cilja F5(by) ima sledeéi oblik:

Fy(by) = E?Saé{fz(bﬂ + Fi(by — 22)}, (3.9)

gde by € S. Sada ra¢unamo odgovarajuce vrednosti funkcije Fy prema formuli (3.9)
pa dobijamo slede¢e vrednosti:

Za by = 0 imamo
F»(0) = ir;g)({){fg(O) + f1(0 —23)} =0, gde jexs =0 (3.10)

Dalje za by = 20 000. imamo:

FQ(QOOOO) = x2I<Il286)0(00 {fg(l’g) + F1(20000 — 1'2)}
£2(0) + F1(20000)
= max
£2(20000) + £ (0)
0+ 9632
= max = 9632. (xe =0);

7428 + 0
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Za by = 40000. imamo

F5(40000)

gde je x; = x5 = 20000.

252 46000 {fa(z2) + F1 (40000 — x4)}

max

max

max

/

£2(0) + F(40000)
£2(20000) + F3(20000)
| £2(40000) + f1(0)

[ 0+ 16000
7428 + 9632

| 11808+0

(16000

17060 = 17060.

\ 11808

Sada za by = 60000. dobijamo sledece vrednosti

F»(60000)

Za by = 80000. dobijamo

max
22<60000

(

max

~\ 7~

max

~\ 7~

max

{fa(w2) + F1(60000 — x2) }

£2(0) + F1(60000)
£2(20000) + F, (40000)
£2(40000) + f,(20000)
£2(60000) + 1 (0)

0+ 38772
7428 + 16000
11808 + 9632
31422 + 0
38772 |
23428
21440
31422

= 38772 (o =

0)
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F5(80000) = max {fa(zs) + F1(80000 — z)}

22<.80000
(

f2(0) + F1(80000)
£2(20000) + F(60000)

= max{ f,(40000) + f1(40000)
2(60000) + F}(20000)

£2(80000) 4 F,(0)

)

~\ 7~

0 + 41600
7428 + 38772
= max 4 11808 + 16000
31422 + 9632
43536 + 0
41600 \
46200
= max<{ 27808 , = 46200 (x2 = 0)

~\ 7~

41054
43536

gde je x; = 60000. a zo = 20000.

Na osnovu dobijenih vrednosti za x; i x5 mozemo zakljuciti da je u ovoj fazi
ulaganja potrebno uloziti u proizvodnju transformatora 77, xy = 60000 eura, a u
proizvodnju transformatora T, teba uloziti zo = 20000 eura.

Na kraju, u trecoj fazi, raspodeljujemo sredstva na sva tri proizvoda T}, Ty i T3

pa u tom sluc¢aju funkcija cilja F3(bs) prima sledeéi oblik:

F3<b3) = wl’;lg&i(g{fg(iﬁg) + F2<b3 — 213'3)}, (311)

gde by € S
Za by = 0 dobijamo vrednost funkcije F3(0) = 01 (z3 = 0), dok za by = 20000.

dobijamo sledece vrednosti:
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F3(20000)

max {f3(z3) + F3(20000 — x3)}

23< 20000

max

max

£3(0) + F5(20000)
3(20000) + F(0)
0+ 9632
6084 + 0

=9632 gde je z3=0.

Dalje, za vrednost parametra by = 40000. dobijamo slede¢e vrednosti funkcije Fj:

F3(40000)

max {f3(z3) + F5(40000 — x3)}

23< 40000

max

max

max

;

\
;

\
;

\

f3(0) 4+ F»(40000)

f3(20000) 4+ F»(20000)

£3(40000) + f»(0)

0 + 17060

6084 + 9632

9272 4 0

17060

15716 p = 17060.  gdeje a3 =0.
9272

Za vrednost parametra b3 = 60000. dobijamo slede¢e vrednosti funkcije cilja Fj

glasi:

F3(60000)

max {f3(x3) + F»(60000 — x3)}

x3< 60000

max

max

;

\
;

\

f3(0) + F»(60000)
£3(20000) + F5(40000)
f3(40000) + f2(20000
£5(60000) + F5(0)
0438772 |
6084 + 17060
9272 + 9632
26946 + 0
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( )

38772

23144
= max > = 38772. gde je x3 = 0.
18904

26946

\ V

Na kraju, za vrednosti parametra b3 = 80000. vrednost funkcije Fj iznisi:

F3(80000) = max {fs(x3) + F2(80000 — x3)}

23< 80000
(

f3(0) + F»(80000)
£3(20000) + F5(60000)
£3(40000) + £5(40000
£3(80000) + F5(0)

0 + 46200
6084 + 38772
= max{ 9272+ 17060
26946 + 9632
39040 + 0
46200 |
44856
= max{ 26332 p = 46200,

= max

N\ 7

\ 7

36578
39040

\ /

pa konac¢no dobijamo vrednosti za x3 = 0, x5 = 20000 i z; = 60 000.
Rezultate predhodne dinamicke analize koja je sprovedena u kompaniji FMT

Zajecar koji su napred izlozeni mogu se sintetizovati u okvuru sledec¢e Tabele 3.:
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Do istih rezultata dinamicke analize do¢i ¢emo primenom softverske aplikacije

prethodnih procedura u Belmanovom principu optimalnosti koji je primenjen u

reSavanju optimizacije investicionih ulaganja u kompaniji FMT Zajecar.

3.4 Softverska implementacija

’73 Datoteka S!ampan;e Alati  Procedure  Pomoé [ Elaz

Investicije | x; F To F z3 | F3

0 0 0 0 0 0|0

20000 20000 | 9632 |0 9632 |0 |9632

40000 40000 | 16000 | 20000 | 17060 | O | 17060

60 000 60000 | 38772 | 0 38772 |0 | 38772

80000 80000 | 41600 | 20000 | 46200 | O | 46200
Tabela 3.

-METODI-

p——

METODI pi ljaju skup prog

niza problema Koji se javijaju u razli€itim :spekmu

primena matematickih modela i metoda u ekonomiji.
Kireiran je u obliku MS Access baze podataka i

predstavlja objektno orjenti:
nmenjen a]dwlom ucesi:u korisnika prilikom izbora

i

i alat

3

Aulmsoﬂvera Prof, eranBomovlc mr Srdan Jerinic,

Form View

Izaberite jedan od sledeéih programa:

|E\ REDOVI CEKANTA

ILJ IZLAZ iz programa

E] APROKSIMACLIE (izgladivanje ekonom. veli€ina)
|E} SIMPLEX (problem linearnog programiranja)

B TRANSPORT (problem transporta robe)

E‘ GRAFOVI (analiza yremena u mreznom dijagramn)

‘ij BELMAN (problem dinamigkog programiranja)

Slika 3.1:
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Aplikacija Metodi ,7 ¢iji pocetni prozor prikazan na slici 3.1., namenjena je
reSavanju problema raznih matematickih modela, medju kojima je i model dinamickog
programiranja. Kako je napred opisano, dinamicko programiranje predstavlja pose-
ban matematicki aparat koji omogucava optimalno upravljanje viSe etapnim pro-
cesima. Na taj nacin, podelom na faze u resavanju zadatka NLP-a stvoreni su
uslovi za pojednostavljenjem optimizacije globalnog zadatka, koji bi kao takav u

opstem slucakju mozda bio i ne resiv.

DINAMICKO PROGRAMIRAN_J-E‘

Unesite ukupan broj nivea investiranja (ulaganja) 0K
M<20:

Slika 3.2:
" DINAMICKO PROGRAMIRANJE [
P e —
| Unesite ukupan broj projekata (etapa) N<20: 0K
Cancel
'
A
Slika 3.3:

Nasa softerska aplikacija, ¢iji su osnovni elementi rada prikazani na slici 3.2., i

3.3. sa korisnikom komunicira u terminima investiconih ulaganja i, na taj nacin,

"Autori ove aplikacije su prof. dr Vladica stojanovié, prof. dr Milan Bozinovi¢ i mr. Srdjan

jerinié, a kreirana je kao sastavni deo udzbenika [14] i [13], na Ekonomskom fakultetu u K Mitrovici
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odredjuje optimalne strategije ovih ulaganja. Pritom, osnovni princip njenog rada
jeste dobro poznati algoritam zasnovan na Bellman-ovom principu optimalnosti,
koji smo detaljno opisali u predhodnoj sekciji. Dalje, u kratkim crtama, opisujemo
osnovni postupak rada sa ovom softverskom aplikacijom.

Nakon unosa ukupnog broja nivoa ulaganja, odnosno broja projekata, korisnik
aplikacije unosi vrednosti ulaganja, kao i oc¢ekivane vrednosti profita za svaki nivo
investiranja i projekat, pojedina¢no. Tada za zadate, unete vrednosti softver odred-
juje optimalan plan investiranja za koji se ostvaruje maksimalan ukupni profit, sto
je prokazano u tebeli 3.4.

Svi izracunati parametri i osnovne karakteristike posmatranog problema DP-a
daju se u obliku izvestaja MS - Access-a, kao $to je prikazano na slici 3.3. i slici
3.4. prikazan je rad aplikacije Belman na primeru koji smo formulisali u toku
istrazivanja u fabricii transformatora u Zajecaru.

Nravno sama aplikacija je univerzalna i pomocu nje se moze resavati veliki broj
slicnih problema. Na primer, u bankarstvu. Problem ovakvog tipa koji moze da bude
interesantan za banku jeste mogucénost izbora raznih projekata, tj biznis planova koje
banka odluci da finansira, pri cemu je njihov broj sa jedne strane ogranic¢en sred-
stvima kojim banka raspolaze, a sa druge, broj aplikanata za investicionim sred-
stvima premasuje limitirani iznos koji je banka izdvojila za te namene, na primer,

za finansiranje poljoprivredne proizvodnje i slicno.

3.4.1 Postoptimalna analiza

Na osnovu dobijenih numerickih rezultata u resavanju postavljenog problema opti-
mizacije proizvodnje tri vrste transformatora FMT Zajecar, a koji su provereni pri-
menom softvrske aplikacije Belman kaja je razvijena za potrebe resavanja ekonom-
skih problema koji se mogu modelirati dinamickim programiranjem, mozemo izvesti
sledeci zakljucak:

Dakle, optimalna raspodela sume od 80000,00 Eura glasi: 60000,00 Eura treba
investirati u proizvodnju transformatora 77, 20 000,00 Eura u proizvodnju transfor-

matora T5, dok u proizvodnju tre¢eg transformatora T3 investicija je neisplativa i ne
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B3 Dinamicko programiranje Autori: Prof. dr Milan Bozinovic & mr Srdjan Jerinic = | (5

Mz [ nen P

|zbrizi ‘

REZULTATI DINAMICKE ANALIZE:

Ulaganja x(1) F1 %(2) F2 X(3) F3
20000 20000 9632 0 9632 0 9632
40000 40000 16000 20000 17060 0 17060
60000 60000 38772 0 38772 0 38772
80000 80000 41600 20000 46200 0 46200

Maksimalna vrednost ciline funkcije iznosi F=46200.novcanih jedinica

Slika 3.4:

treba je realizovati ni u kakvom obimu.®

Napomena: U velikom broju slucajeva ne postoji odgovaraju¢i metod na os-
novu kojeg se moze naci optimalno resenje formulisanog zadatka nelinearnog pro-
gramiranja, Sto znaci da postoji jos uvek veliki broj neresivih ili tesko resivih za-
dataka nelinearnog programiranja. Postoji vise razlic¢itih metoda optimizacije pomocu
kojih se mogu resavati neki zadaci nelinearnog programiranja. Medjutim, veéina njih
je kreirana za razliCite tipove zadataka nelinearnog programiranja, koji se, pre svega,
razlikuju prema samom mate matickom modelu kao i prema funkciji cilja. Razliku
medju nekim modelima takodje moze da pravi i sistem ogranicenja.

Stim u vezi u nekim problemima nelinearnog programiranja mogu se pojaviti,

na primer, linearna ogranicenja i nelinearna funkcija cilja, itd. Otuda i neki

8Sobzirom da egze fail aplikacije Belman nije programski resen tako da automatski meri duzinu
kuéica u kojima smesta pojedine numericke vrednosti, ve¢ je taj prostor unapred fiksiran dolazi
do toga da viSe cifreni brojevi prelaze u drugu kolonu. Ovaj problem je resen, ali na zalost posle

izrade ovoga rda.
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posebni nazivi za takve probleme nelinearnog programiranja, kao sto su: kvadratno
programiranje, celobrojno programiranje, itd.

Zadaci nelinearnog programiranja obuhvataju daleko Sire podrucje upravljackih
zadataka u odnosu na zadatke linearnog tipa i samim tim su raznovrsniji od zadataka
koji se svode na primenu linearnog programiranja. Medjutim, mnogi od njih jos uvek
nisu resivi jer ne postoje razvijeni algoritmi ¢ija bi primena dala odredjene rezultate.

Za reSavanje mnogih zadataka nelinearnog programiranja, kada su u pitanju
slozeniji problemi, neophodno je kreirati tim raznih stru¢njaka kako bi zadatak bio
resSen, a skoro uvek u takvim slucajevima pomo¢ odgovarajuceg softvera i racunara
su neizbezni. Jedna od takvih aplikacija, kako je napred receno, kreirana je za

potrebe ovoga rda.
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Glava 4

Markovljevi lanci i berzanski

portfolio

U okviru ove glave razmatramo stanje na finansijskom trzistu Srbije, specijalno
razmatra¢emo Beogradsku berzu i nekoliko odabranih firmi ¢ije akcije funkcionisu u
okviru ove berze. Istrazivanje koje smo u ovom slucaju sproveli imalo je za cilj da na
primeru nekoliko reprezentativno odabranih firmi pokazemo ne samo funkcionisanje
same berze ve¢ i metodologiju kojom se mogu prognozirati razni trendovi i situacije
na berzi i kao takvi predociti potencijalnim ulagac¢ima o ukupnim kretanjima na
Beogradskoj berzi. S obzirom da u domacoj literaturi nismo naisli na neko sli¢cno
istrazivanje i primenu metodologije A.A. Markova u prognozi ponasanja pojedinih
ekonomskih parametara na Beogradskoj berzi, odlucili smo da istrazivanje i Teoriju

Markova primenimo na ponasanje Beogradske berze.

4.1 Istorijski osvrt na Teoriju Markova

i Beogradske berze

Globalno finansijsko trziste danas, s’obzirom na turbulentna kretanja velikog

inteziteta: inflaacije svetskih valuta, pad cene nafte, pad cene plemenitih metala,
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vestacki generisane finasijske krize kakvu smo imali pre nekoliko godina, koja je
krenula sa Volt Strita, a koje izazivaju skoro tektonske poremecaje na finansijskim
trzistima nacionalnih ekonomija, od investitora i svih koji na njima posluju, zahteva
svakodnevno i egzaktno pracenje svih promena koje se desavaju bilo na globalnom
ili na trzistima nacionalnih ekonomija.

Stim u vezi, u okviru ove sekcije mi ¢emo se baviti specijalno poslovanjem
Beogradske berze i kompanijama ¢ije su akcije interesantne za investitore i ako finan-
sijsko trziste u Srbiji jos uvek nije dovoljno razvijeno, sobzirom na nivo privrednog
razvoja i ekonomije uopste.

Pocetak rada Beogradske berze vezuje se za 21. Novembar 1894. godine, a prve
transakcije su objavljene negde u Januaru 1895. godine. U toku rata berza nije radila
da bi njen rad formalno prestao 1953. godine, nakon sto je proglasena nepotrebnom
institucijom. Godine 1989. zapocela je obnova rada Beogradske berze pod nazivom
Jugoslovensko trziste kapitala, a od 1992. godine ponovo funkcionise kao Beogradska
berza i njen razvoj ima uzlazni karakter imajuéi u vidu ekonomsku situaciju u Srbiji,
tranzicioni period koji ve¢ godinama traje sto svakako ima znacajan uticaj na njen
razvoj i finansijsko trziste uopste.

Kada je re¢ o modernoj opstoj Teoriji portfolija njene temelje postavio je americki
ekonomista i dobitnik Nobelove nagrade Harry Markovic, 1952. godine u svom radu
”Portfolio selection” koji je objavljen u casopisu ”The Jornal of Finance”. Markovic
je u ovom radu opisao uslove pod kojima je moguce ostvariti maksimalno oc¢ekivani
prinos uz najmanji rizik. Metoda Markovica je jedna od najvise koris¢enih metoda
u analizi portfolija uopste.

Pored metode Markovica u literaturi postoji jos nekoliko metoda koje se mogu
primeniti u analizi portfolija i prognozi njegovog ponasanja, na mozda jednostavniji
nac¢in s’obzirom na matematicki aparat koji je upotrebljen za konstrukciju tih mod-
ela. Medju njima postoji metodoloska razlika, ali ono Sto je zajednicko jeste da
skoro sve one daju priblizno iste rezultate.

Jedna od njih, kojom ¢emo se baviti u okviru ovoga rada, je svakako metoda koju

je razvio ruski nac¢nik Andrej Markov, ! koji je postavio fundamentalne principe

! Andrej Markov, ruski nauénik - (1856.- 1992.)
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ove teorije, koja predstavlja sintezu Teorije verovatnoca i Teorije matricnog racuna,
Sto je izdvaja od ostalih metoda pre svega po svojoj jednostavnosti jer omogucéuje
istrazivanje onih procesa koji se ne mogu opisati nekim jednostavnim funkcijma sa
jasno postavjenim uslovima.

Zanimljivo je da je Markov prvi put primenio svoju teoriju u radu [54] na poemu
Aleksandra Puskina Evgeny Onegin gde je pra¢enjem 2000. glasova predvideo sa
kojom ¢e se verovatno¢om u narednom tekstu pojaviti samoglasnik iza samoglasnika,
a sa kojim verovatnoc¢om samoglasnik iza suglasnika. U to vreme, pocetkom 20.
veka, slede razlic¢ite primene ove teorije u mnogim oblastima pa i u ekonomiji.

U oblasti finansija i prognozi prinosa, ovu metodu medju prvima su koristili
McQueen i Thorley 1991. godine u radu 2, zatim Doublday i Esung u radu 2,
2001. godine, koji su posmatrali razvijeno americko trsiste. Medjutim, slicno njima
Adewolei Maduegbuna u [4], 2014., zatim Svoboda i Lukas u [77], 2012. godine koji
su istrazivali prasku berzu, kao i T. Skrijani¢ i V. Koji¢ koji su radu [87] opisivali

Zagrebacku berzu.

4.2 Osnovni elementi teorije Markova

i sluéajnih procesa

Slucajne funkcije vremena cesto se javljaju u raznim oblastima nauke i tehnike.
Sistemi upravljanja i pracenja objekata, fluktacije cena odredjenih proizvoda, op-
sluzivanje klijenata na Salterima itd. predstavljaju tipi¢ne primere takvih pojava.
Promene stanja takvih sistema (npr. trenutni broj klijenata koji se opsluzuju) nisu

deterministickog, ve¢ slucajnog karaktera. Zato se, u takvim slucajevima, slucajni

2McQueen G., Threly S.: Are Stock Returs Predictable? A Test Using Markov Chains, The

Jornal of Finance. 46 (1) : 239 - 363.
3Doubleday K., Esunge J.:Aplication of Markov Chains to Stock Trends, Jornal of Matematics

and Statistics, 7 (2), pp. 103-106.
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procesi uzimaju kao pogodni matematicki modeli. *°® U ovom delu izloZi¢emo os-
novne ¢injenice koje su neophodne za pravilno razumevanje slucajnih procesa kao
posebno znacajne oblasti Teorije verovatnoca, sa mnogobrojnim i raznovrsnim pri-
menama.

Neka je (§2, F, P) prostor verovatnoca, a T' C R skup indeksa (vreme). Sluc¢ajni
proces je realna funkcija X (t,w) definisana na skupu 7' x Q takva da, za svako
(fiksirano) ¢ € T, veli¢ina X (¢, w) jeste slucajna velicina na (€, F, P). Cesto ¢emo
pisati X;(w) ili samo Xy, tj. slucajni proces shvatamo kao skup - familiju slucajnih
veli¢ina:

{Xi|teT}
definisanih na istom prostoru verovatnoca (€2, F, P). Skup 7" ima posebnu ulogu u
definisanju slucajnog procesa. Obi¢no se naziva parametarski (indeksni) skup ili
oblast definisanosti slucajnog procesa. lako u samoj matematickoj teoriji nema
posebnih razloga za interpretaciju parametara skupa 7', sa prakticnog stanovista
on se obi¢no tumaci kao vreme. Dakle, svaka slucajna velicina X; realizuje se u
posebnom vremenskom trenutku ¢t € 7. Na taj nacin, za svaki (fiksirani) elementarni

ishod w € 2 dobija se realna funkcija
XGw): T — R

koju nazivamo realizacija (trajektorija) slucajnog procesa. One, dakle, pred-
stavljaju familiju realnih funkcija dobijenih konkretnim realizacijama elementarnih
dogadjaja iz skupa €2. Prilikom izucavanja sluc¢ajnih procesa od posebnog je znacaja
priroda parametarskog skupa T'. Ukoliko je on prebrojiv (npr. 7'C N ili T' C Z)
za slucajni proces X; re¢i ¢emo da je vremenska serija ili lanac. Rec je, dakle, o

skupu slucajnih veli¢ina koji mozemo prikazati u obliku niza:

X1, Xy Xy,

4Bozinovi¢ M, Stojanovié¢ V.: Matematicke metode i modeli u ekonomji preduzeéa, VSSS Lep-

osavié, 2005.
®Bozinovi¢ M, Boic¢i¢ R.: Ekonometrija, Ekonomski fakultet Kosovska Mitrovica, 2016. (u

Stampi).
6Karlin S.: A First Course in Stohastic Processes, Department of Mathematics Stanford Uni-

versity, Stanford, California. Academic press New York 1968.
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U suprotnom, ako je skup 7" neprebrojiv (intervalni) skup onda su realizacije sluca
jnog procesa moguce u bilo kom realnom vremenskom trenutku, pa se takav slucajni
proces naziva vremenski neprekidan ili sluéajni proces u uzem smislu. U
daljem izlaganju, mi ¢emo se posebno zadrzati na nekim konkretnim primerima obe
vrste slucajnih procesa. No, pre toga, naves¢emo neke vazne stohasticke karakteris-

tike slucajnih procesa.

Definicija 4.2.1. Srednja vrednost slucajnog procesa {X;} je realna funkcija
u(t)=FE (X)), teT, (4.1)
dok je kovarijaciona funkcija (kovarijansa) definisana sa
K(t,s) = E[X; —ut)] [ Xs —p(s)], t,seT. (4.2)

Srednja vrednost se tumaci kao ”prosecna” realizacija slucajnog procesa oko
koje se, sa manjim ili ve¢im odstupanjem, grupisu sve ostale realizacije. S druge
strane, kovarijansa predstavlja meru zavisnosti (korelacije) dva zaseka X; i X datog
slucajnog procesa. Posebno je specifican sluc¢aj jednakih zaseka (t = s), kada se

dobija disperzija slucajnog procesa:
D(t) = K(t,t) = E[X, — u(t)]*. (4.3)

Na kraju, koriste¢i navedene karakteristike mozemo definisati jedno od posebno

vaznih svojstava slucajnih procesa - pojam stacionarnosti.

Definicija 4.2.2. Sluc¢ajni proces { X, |t € T'} je stacionaran ako vazi:

(a) Srednja vrednost je konstantna funkcija vremena

wu(t) = p(const)
(b) Kovarijansa zavisi samo od razlike vremenskih argumenata:

K(t,s) =~(t—s).
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4.3 Lanci Markova

U proucavanju nekih slozenih dinamickih sistema uoceno je posebno zanimljivo
svojstvo, tzv. osobina inertnosti posmatranog sistema. Preciznije receno, postoje
sistemi (stohastickog tipa) kod kojih raspodela verovatnoé¢a buducéeg stanja sistema
zavisi samo od trenutnog (sadasnjeg) stanja, a ne od toga kako je i na koji nacin
sistem dospeo u dato stanje. Za ovakve sisteme kazemo da poseduju svojstvo (os-
obinu) Markovnosti. Odgovarajudi slu¢ajni proces, koji predstavlja matematicki
model takvog sistema, nazivamo proces Markova, u Cast ruskog matematicara A.
A. Markova (1856-1922) koji ih je prvi proucavao. Kako ¢emo ovde posmatrati
isklju¢ivo procese sa diskretnim (prebrojivim) skupom stanja, odnosno vremenske
nizove (serije, lance), takve stohasticke modele zva¢emo lanci Markova. U tom

cilju, posmatrajmo niz slucajnih veli¢ina
Xo, X1, Xo, .., Xy, -

za koje pretpostavimo da su diskretnog tipa, tj. da se skup njihovih moguc¢ih vred-

nosti moze napisati u obliku prebrojivog (konacnog) skupa
S =A{x1,z9,...,2,}.

Zaniz { X, } kazemo da predstavlja lanac Markova ako za svaku konacnu kolekciju (iz-
bor) vremenskih indeksa t > ¢, > t,_; > --- > t; i svaku kolekciju {z;, x;,, -+ , 25, } C

S mogucih stanja vazi
P{Xt = .CL’j |Xtr = Tj,5--- ,th = le} = P{Xt =T |Xtr = Ijr} . (44)

Drugim recima, zavisnost Markova predstavlja takvu osobinu da sistem u buduénosti
(stanje t € N) zavisi samo od sadasnjosti (¢,), a ne i od proslosti (¢,_1, - ,t1). Na

taj nacin, za proizvoljno ¢ > m mozemo uociti verovatnoce
pij(m,t) = P{Xt = .C(fj‘Xm = LUZ}

koje nazivamo verovatnoce prelaza (sistema iz stanja z; u trenutku m u stanje x;

u trenutku ¢). U praksi se obi¢no pretpostavlja da verovatnoce prelaza, kao funkcije
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po m i t, zavise samo od razlike vremenskih indeksa t — m. Za takve lance Markova

kazemo da su homogeni i njih ¢emo nadalje posmatrati. U tom slucaju, stavi¢emo
Pij(t) = P{ Xy = ;| X0, = 24} (4.5)

jer posmatrana verovatnoca ne zavisi od m. Rec je, dakle, o verovatnoc¢i da sistem iz
stanja x; predje u stanje x; za (tacno) ¢t vremenskih koraka. Specijalno, verovatnoce

prelaza koje se dobijaju za jedan korak (¢ = 1) obelezi¢emo sa

pij = pij(1).

4.3.1 Jednaéine Cepmen-Kolmogorova

Prvi problem kojim ¢emo se ovde pozabaviti jeste odredjivanje verovatnoca prelaza
pij(t) za t > 2, a na osnovu jedini¢nih verovatnoca p;;. U osnovi njegovog reSavanja
lezi sledec¢a Cinjenica

Teorema 4.3.1. Za homogen lanac Markova vaze jednacine Cepmen-Kolmo

gorova:
n

pi(t) =Y pac(m) - i (t — m), (4.6)

k=1
gde je m <t proizvoljna vrednost vremenskog indeksa. O
Jednagine Cepmen-Kolmogorova imaju vaznu ulogu u odredjivanju vero- vatnoéa
prelaza posmatranog sistema. Posebno je interesantan slucaj ovih jednacina za

m = 1, kada one postaju
pij(t) = Zpik “prj(t —1). (4.7)
k=1

Znadi, vrednost verovatnoce p;;(t) dobija se rekuretnim (iterativnim) postupkom na
osnovu jedini¢nih verovatnoca i prethodno odredjenih verova- tnoc¢a, reda t — 1. Sve
verovatnoce prelaza sistema (u t koraka) mozemo prikazati pomocu tzv. matrice

prelaza:

pu(t) pu(t) - pu(t)

P, Pi(t) p”;(t) p%;(t) — I @1,

_pnl(t) pr2(n) -+ Pan(t)
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koja u slucaju t = 1 glasi:

P11 P11 - Pin
P21 P22 - DPon
P=|"" | = sl
L Pn1 Pn2 *°° DPnn ]

Na ovaj naéin, jednacine (4.6) mogu se napisati u kondenzovanijem (matricnom)
obliku

Pt:Pm'Pt—ma mgn

odnosno, ako stavimo m = 1,

Pt - IP) . ]P)t—l'

Konaé¢no, poslednja jednakost, nakon t iterativnih koraka, daje
Pt = Pt (48)

¢ime je zadatak o odredjivanju verovatnoca p;;(t) potpuno resen. Naime, sve ove
verovatnoce, kao ¢lanovi matrice IP,,, dobijaju se na osnovu matrice P ¢iji su ¢lanovi
jedini¢ne verovatnoce p;; = p;;(1). Na kraju, primetimo da se svaki element - vero
vatnoca matrice prelaza nalazi u intervalu [0, 1]. Takodje, zbir elemenata prizvoljne

vrste iznosi

Y opi(t) =Y PN = ) X =i} = 1
j=1

j=1
jer je re¢ o verovatnoci da sistem u ¢ koraka iz stanja x; predje u bilo koje stanje, a

taj dogadjaj je izvestan.

4.3.2 Stacionarnost Markovljevih lanaca

Informacije o stanju sistema opisanog lancem Markova u odredjenom vremen-

skom trenutku mozemo takodje izraziti odgovaraju¢im verovatnoc¢ama. Neka je
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verovatnoca da sistem u trenutku ¢ bude u stanju x;, gde je i = 1,2,...,n. Speci-
jalno, verovatnocéu stanja x; u pocetnom vremenskom trenutku, kada je t = 0,

oznacimo sa
bi = pi(o) = P{Xo = Iz}

Na osnovu verovatnoca p; i prethodno opisanih verovatnoca prelaza p;; moze se

odrediti raspodela verovatnoca p;(t) za bilo koje t > 1. Ako ozna¢imo dogadjaje

A= {Xt = .CL’Z'}, B = {Xt—l = Ik}

onda je, na osnovu formule potpune verovatnoc¢e dobijamo:

pilt) = P(A) =Y P(By)- P(AIBy) = Y pilt = 1) pra- (4.9)

Dakle, verovatnoce stanja sistema u nekom trenutku ¢t mogu se izraziti kao proizvod
verovatnoca stanja u prethodnom vremenskom trenutku i odgovarajuéih verovatnocéa
matrice prelaza. Ovu jednakost takodje mozemo napisati u matricnom obliku.

Oznacivsi, za proizvoljno t > 0,

s(t) = [pi(t) p2(t) -+ pu(t)],

jednacina (4.9) postaje

s(t) =s(t—1)-P. (4.10)

Vektor s(t) naziva se sa vektor stanja (sistema u vremenskom trenutku ¢) i za

njegove koordinate vazi
> pit)y=1, t>0.
i=1

Na slican nacin kao i u prethodnim razmatranjima, rekurzivnim postupkom se

na osnovu (4.9) dobija

s(t)y=s(0)-P', t>1 (4.11)

gde je s(0) = [p1 p2 - -+ pn) vektor stanja sistema u po¢etnom vremenskom trenutku

t=0.
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Specifican slucaj Markovljevih sistema jesu stacionarni lanci Markova, kod
kojih vektor stanja (4.10) ne zavisi od vremenskog trenutka t. Tada je, za proizvoljno
t>0:

s(t) = [p1p2 - Pl (4.12)

pri cemu p; predstavljaju, kao Sto smo ranije naveli, verovatnoce da sistem bude u
stanju x; € S. Ove verovatnoce, dakle, kod stacionarnih lanaca Markova ne zavise
od vremenskog trenutka ¢ u kome se sistem posmatra, pa ih nazivamo stacionarne
verovatnoce. Vektor stanja je tada jedinstveno odredjen i ne zavisi od t, pa ¢emo
ga oznacCiti jednostavno sa s. Potrebne i dovoljne uslove stacionarnosti mozemo

opisati i na slede¢i nacin:

Teorema 4.3.2. Lanac Markova je stacionaran akko stacionarne verovatnocée zado-

voljavaju tzv. homogene jednacine:

pi = Zpkpki (4.13)
k=1
odnosno, u matricnom obliku,
s=s-P.0O (4.14)

U praksi, uslov stacionarnost Markovljevih lanaca najces¢e nije ispunjen. Jasno
je da je ovo posledica razlicitih fluktuacija sistema u vremenu koji, izmedju ostalog,
za posledicu ima i promenu verovatnoc¢a vektora stanja. Ipak, jedan od funda-
mentalnih rezultata Teorije Markovljevih sistema odnosi se na moguénost da se,
bar u grani¢nom smislu, odrede verovatnoce koje ¢e zadovoljiti sistem homogenih
jednacina (4.13). Sledeéa teorema, koju navodimo bez dokaza, opisuje dovoljne

uslove za njihovu egzistenciju

Teorema 4.3.3. (Teorema Markova) Za svaki Markovljev lanac sa konacno

mnogo stanja Ty, X, ..., T, postoje konacne granicne vrednosti
b; :tliggpl(t)? L= 1727"'7n (415)

odnosno, granicni vektor
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s* = lim s(¢). O (4.16)

t—o0

Obicnim jezikom receno, tvrdjenje teoreme kaze da ¢e svaki sistem koji funkcionise
kao lanac Markova nakon dovoljno velikog vremenskog interva- la preéi u priblizno
stacionarno stanje, tj. verovatnoce stanja sistema nece zavisiti od njegovog stanja
na pocetku posmatranog perioda. Granicne verovatnoce stanja sistema p; nazivaju
se finalne (ergodi¢ne) verovatnoce, a mogu se iskazati i u obliku odgovarajuceg,
ergodicnog vektora stanja

st = [p’{, D5 ---pﬂ-

Ovaj vektor ¢e takodje zadovoljiti sistem homogenih jednéina (4.14), odnosno bice

sf=5"P < s (I-P)=0 (4.17)

gde je I - jediniéna matrica reda n. Jednacine koje se dobijaju na osnovu (4.17)
nazivaju se ergodi¢ne jednacine i omogucavaju, uz koris¢éenje dodatnog uslova

> pf =1, nalazenje ergodi¢nih verovatnoca pj.
i=1

4.4 Prognoza kretanja prinosa akcija

Beogradske berze

Na osnovi Teorije Markovljevih lanaca, koja je izlozena u pedhodnoj sekciji,
realizovali smo istrazivanje ponasanja prinosa akcija na Beogradskoj berzi. Skréeni,

kao i puni nazivi kompanija koje smo posmatrali dati su u narednoj Tabeli 1.
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Oznaka kom. | Naziv kompanije

NIS Naftna industrija Srbije, a.d. Novi Sad
FITO Galenika Fitofarmacija, a.d. Zemun
GMON (Gosa montaza, a.d. Velika Plana
AERO Aerodrom Nikola Tesla, a.d. Beograd
KMBN Komercijalna banka, a.d. Beograd
VZAS Veterinarski zavod subotica, a.d. Subotica
IMLK Imlek, a.d. Beograd

IMPL Impol Seval, a.d. Sevojno

BMBI Bambi, a.d. Pozarevac

MTLC Metalac, a.d. Gornji Milanovac

Tabela 1. Kompanije koje su koriséene u istrazivanju

Analizirano je po 252. vrednosti stanja za svaku od izabranih kompanija , a cene
njihovih akcija posmatrane su prema indeksu BELEX. S’obzirom na ogroman broj
podataka u njihovoj obradi koriS¢ene su odgovarajuce softverske aplikacije u EX-
CELU i programu MATLAB.

Prema podacima sa berze koji sadrze cene akcija odredjenog dana, za svaku od
kompanija izracunavan je prinos koji dalje oznac¢avamo sa r;(t) gde je t parametar
vremena. Formula koja daje iznos prinosa u danu ¢ glasi:

bi(t)

’l"Z(t) =In 73_1@ — 1)

(4.18)

gde P;(t) oznacava cenu akcija u danu ¢, gde t € {1,2,...,252} za svaku kompaniju
i € {1,2,...,10}. Nakon prikupljanja podataka izvrsena je raspodela u nekoliko
stanja neophodnih za primenu Teorije Markovljevih lanaca. Na taj nac¢in dobili smo
podatke koji su od znacaja za potencijalne investitore, a koji se odnose na kretanje
vrednosti akcija pojedinih kompanija ¢ime investitori dobijaju odgovarajuc¢u infor-
maciju o firmi u ¢ije je akcije najoptimalnije investiranje, tj. investitor bi ostvario
najveci profit.

Takva situacija se trenutno dogadja sa pojedinim akcijama srpskih kompanije

gde cak medjunarodni savetnici i finasijske institucije nekim investitorima predlazu
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ulaganje u akcije srpskih kompanija s’obzirom na politicku stabilnost i rast BDP-a.
Tako je evropska banka za razvoj dala izjavu i preporuku potencijalnim investi-
torima, da bi bilo bolje , na primer, hrvatske akcije zameniti akcijama u Srbiji ili
Madjarskoj, kao zemljama sa najboljim rastom BDP-a i sigurnos¢u investiranja.

Analiza prinosa koji se dobijaju promenom cena akcija na Beogradskoj berzi je
pokazala da nema mnogo bitnih promena i svi prinosi mogu da se klasifikuju u tri
reprezentativna stanja. U tom smisli sa S; ozna¢imo stanje kome pripadaju prinosi
koji su manji od —0,5%. Sa Sy ozna¢imo stanje u kome se nalaze svi prinosi koji
se kre¢u u intervalu [—0, 5%, +0,5%] a dobijaju se u sluc¢aju kada se cene akcija u
datom trenutku ¢; ne razlikuju mnogo od cena istih akcija u nekom prethodnom
trenutku ¢;_;. Na kraju, u stanju Sz nalaze se svi prinosi koji su veé od +0, 5%.

Dalje, potrebno je, za svaku firmu ponaosob, odrediti koliko prinosa sadrzi svako
od navedenih stanja S7,Ss i S3, a nakon toga izraCunati verovatnocu sa kojom
se akcije nalaze u jedno od datih stanja. Te verovatnoce u sustini predstavljaju
relativne frekvencije koje se izracunavaju kao odnos broja prinosa koji se nalazi u
nekom od stanja Sy, Sy ili S5 i ukupnog broja prinosa koji u nasema slucaju iznosi
252.

U narednoj tabeli prikazani su podaci o broju prinosa koji pripadaji nekom od
stanja St, 99 ili S3 za svaku od posmatranih kompanija posebno koje su navedene u

Tabeli 1.
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Oznaka komp. | S7 | Sy | S3 Vektor sg

NIS 64 | 129 | 59 | 0, 253968 | 0,5511905 | 0,234127
FITO 40 | 156 | 56 | 0, 158730 | 0, 619048 | 0,222222
GMON 251200 | 27 | 0,099206 | 0,793651 | 0,107143
AERO 81| 89 | 82| 0,321429 | 0,353175 | 0,325397
KMBN 64 | 146 | 42 | 0,253968 | 0,579365 | 0, 166667
VZAS 271204 | 21| 0,107143 | 0, 809524 | 0,083333
IMLK 36 | 189 | 27 | 0, 142857 0,75 0,103175
IMPL 28 1198 | 26 | 0,111111 | 0,785714 | 0, 103175
BMBI 13 1232 | 7 | 0,051587 | 0,920635 | 0,027778
MTLC 33 1185 | 34 | 0,130952 | 0,734127 | 0,134921

Tabela 2.Raspodela prinosa i vrednosti inicijalnih vektora

Navedene vrednoosti u Tabeli 2. takodje prdstavljaju i raspodele verovatnoca

sa kojom se prinosi nalaze u nekom od razmatranih stanja, a to su prema Teoriji
Markova u stvari koordinate vektora vektora sy. Svaka od verovatnoca p;,, gde
i€ {1,2,3} ak € {1,2,...,10} dobija se kao koli¢nik prinosa f; koji se nalazi u
stanju 9; i sume svih prinosa kojih ima 252, tj. vazi formula:

fi
Di, = —3

Zfz-.

i—1

(4.19)

Dakle, pocetni vektor stanja so = [p1 pa p3] za kompaniju NIS na osnovu formule
(4.19) ima sledece koordinate:

sp = [0,253968 0,511905 0,234127] . (4.20)

Sada na osnovu prehodnog razmatranja mozemo dati interpretaciju vektora
(4.20), tj. prognozu kretanja prinosa akcija kompanije NIS: na osonovu verovatnoce
p1 = 0, 253968 mozemo tvrditi da su prinosi kompanije NIS manji od —0,5% na os-
novu verovatnoce ps = 0,511905 mozemo reci da se prinosi akcija nalaze u intervalu
[—0,5%,+0,5%], dok na osnovu verovatnoce ps = 0,234127 mozemo zakljuciti da
su prinosi NIS-a veéi od 0, 5%.
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Na potpuno isti nacin interpretiramo koordinate vektora sg za ostale kompanije
koje smo istrazivali a navedene su u Tabeli 1.

Dalje, primenjujemo metodu Markovljevih lanaca na sve ostale kompanije koje
su istrazivane na potpuno analogan nacin kao u kompaniji NIS. Matrica koja sadzi

broj prelaza u ovom slucaju glasi:

26 25 13

S=128 79 22

9 26 24
Svaki element s;; u matrici S pokazuje broj prinosa koji iz stanja ¢ prelaze u
stanje 7. Ocigledno, po glavnoj dijagonali matrice S nalazi se broj prinosa koji
ostaju u istom stanju. Na osnovu ovih podataka izracunava se matrica prelaza
P | koja sadrzi prelazne verovatnocCe koje se dobijaju kao relativne frekvencije, tj.
element p;; matrice P predstavlja odnos broja prelaza prinosa iz i-tog stanja u stanje
j i ukupnog broja prinosa. Na ovaj nacin, na primer, za kompaniju NIS matrica P

ima sledeéi oblik:

0,40625 0,390625 0,203125
P=10,217054 0,612403 0,170543
0,152542 0,440678 0,40678
Matrica prelaza P, prema teoriji Markova, ima osobinu da je suma u svakoj vrsti

jednaka 1., tj.

3
Zpijzl- gde je i=1,2,3.

j=1
Na potpuno isti na¢in izracaunavaju se i matrice prelaza P za ostale kompanije
iz Tabele 1.
Sada prema formuli (4.11) izra¢unavamo vektor s; u prvom narednom periodu i
dobijamo:

s1=1[0,25 0,5159 0,2341]. (4.21)

Dalje, prema prethodnoj teoriji Markova imamo:
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100 0,40625 0,390625 0,203125
I-prP = 0 1 0f—10,217054 0,612403 0,170543
0 01 0,152542 0,440678 0,40678

0,59375  —0,390625 —0,203125
= —0,217054 0,387597 —0,170543
—0,152542 —0,440678 0,59322

pa na osnovu (4.17) formiramo sistem ergodi¢nih jednacina:

0, 59375p% — 0,217054p% — 0, 152542p% = 0 (4.22)
—0,390625p* + 0, 387597p% — 0,44067p; = 0

—0,203125p% — 0,170543p5 + 0,59322p5 = 0

na osnovu ¢ega konacno dobijamo ergodicni vektor s* ¢ije su koordinate ergodicne
verovatnoce:

s* =0,2491 0,5170 0,2339] . (4.23)

Interpretirajuéi sada vektor (4.23) mozemo dati prognozu sa verovatnoéom pj =
0, 2491 da ¢e se u buduénosti prinosi akcija kompanije NIS bi¢e manji od —0, 5%, sa
verovatno¢om pj = 0,5170 prinosi akjcija NIS-a kretace se u intervalu [—0, 5, +0, 5],
dok ¢e prinosi akcija sa verovatnoéom pj = 0,2339 biti veci od 0, 5%.

Na potpuno isti nac¢in izvrSena je i analiza svih ostalih kompanija iz Tabele 1.
i dobijeni su odgovarajuci vektori distribucija verovatno¢a u prvom periodu, kao i

ergodicni vektori koji su prikazani za svaku od njih posebno u narednoj Tebeli 3.
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Kompanija | Vektor S1 So Ss

NIS 51 0, 2500 | 0,5159 | 0,2341
s* 0,2491 | 0,5170 | 0,2339
FITO 51 0,1587 | 0,6151 | 0,2262
s* 0,1592 | 0,6141 | 0,2267
GMON 51 0,1032 | 0, 7897 | 0,1071
s* 0,1029 | 0,7894 | 0,1077
AERO 51 0,3214 | 0,3532 | 0,3254
s* 0,3214 | 0,3532 | 0,3254
KMBN S1 0,2540 | 0,5833 | 0,1627
s* 0,2537 | 0,5850 | 0,1614
VZAS 51 0,1071 | 0,8135 | 0,0794
s* 0,1066 | 0,8157 | 0,0777
IMLK S1 0,1389 | 0,7540 | 0,1071
s* 0,1381 | 0,7552 | 0,1068
IMPL S1 0,1111 | 0,7857 | 0,1032
s* 0,1111 | 0,7857 | 0,1032
BMBI S1 0,0516 | 0,9206 | 0,0278
s* 0,0516 | 0,9206 | 0,0278
MTLC S1 0,1310 | 0,7341 | 0,1349
s* 0,1310 | 0,7341 | 0,1349

Tabela 3. Vektori distribucija u prvom narednom periodui i ergodi¢ni vektor

stanja za sve posmatrane kompanije.

Dalje, analizom rezultata iz Tabele 3., od deset kompanija koje smo istrazivali,
mozemo izdvojiti 4. kompanije kod kojih je verovatnoc¢a da se prinosi nalaze u
stanju S5 jeste veca od verovatnoce da se nalaze u stanju .S;.

To su, pre svega, kompanije FITO, GMON, AERO, i MTLC. Dakle, na osnovu
dobijene analize o kretanju prinosa akcija izabranih kompanija Teorijom Markovl-
jevih lanaca, dobili smo podatke koji bi bili interesantni za potencijalne investitore

u donosenju odluka u koju kompaniju treba investirati. Naravno, da su to one
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kompanije ¢iji su prinosi veéi od 0, 5%.

Na kraju, moramo istac¢i ¢ijenicu da metodologijom Markovljevih lanaca nije
opisan rizik od ulaganja u pojedine kompanije, ali to je mozda i nedostatak ove
metode. Medjutim, drugi matematicki modeli u ekonometrij koji uklkjucuju i prob-
lem rizika, kao sto je metoda Markovica, su znatno komplikovanije za primenu, pre
svega prema broju parametara koje uklju¢uju u svoj model. Medjutim, kada se
napravi komparativna analiza razultata, dobijena drugim ekonometrijskim meto-

dama lako se vidi da se dobijeni rezultati veoma malo razlikuju.

4.5 Primena Markovljevih lanaca

u prognozi izbora fakulteta

Rezultati izlozeni u okviru ove sekcije motivisani su, pre svega , politikom up-
isa novih studenata, tj. njihovim opredeljenjem za pojedine univerzitete odnosno
fakulteta u Srbiji pa samim tim i za Fakultet za menadzment u Zajecaru. Kada je
nas region u pitanju, od velikog je znacaja poznavanje opredeljenja maturanata u
regionu Timocke krajine, prema fakultetima Republike Srbije. 1z tih razloga mi smo
sproveli jednu anketu na odabranom uzorku u vezi sa opredeljenjem maturanata u
nasem regionu i metodom Markovljecih lanaca dali prognozu njihovih Zelja i opre-
deljenja prema pojedinim fakultetima pa i prema FMZ Zajecar.

U prethodnoj sekciji Lanci Markova su detaljno opisani kao matematicki model
koji je baziran na teoriji verovatnoca i matri¢nog racuna i kao takav koristi se ve¢ dugi
niz godina kao stohasticki modeli u razli¢itim ekonomskim primenama, pre svega
u prognozama razlicitih dogadjaja koji mogu nastupiti sasvim slucajno u nekom
vremnskom trenutku.

Dakle, u ovoj sekciji, opisujemo primenu Teorije Markova na istrazivanje koje
smo sproveli anketirajuc¢i maturante srednjih skola u Timockoj krajini na uzorku iz
2012. godine, koja je referentna godina u ovom eksperimentu.

U tom trenutku od ukupnog broja anketiranih maturanata iz Timocke Krajine,
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koji su se odlucili za studije, 12% su se opredelili za Fakultet za menadzment, 35% za
prirodne nauke, i 53% za ostale drustvene nauke. Anketa o daljoj zainteresovanosti
maturanata za odgovarajuce fakultete sprovedena tokom jedne godine dala je sledece
rezultate:

1. Maturanti koji su se opredelili za FMZ: 65% bi izabralo isti fakultet,
12% bi se opredelilo za prirodne nauke ii 23% bi izabralo ostale drustvene nauke.

2. Maturanti koji su se opredelili za prirodne nauke: 62% njih bi ostalo
pri svom izboru, 6% bi upisali FMZ uu Zajecaru, a ostali 32% bi presli na neku
drugu od drustvenih nauka.

3. Maturanti koji su izabrali neku od drustvenih nauka: 68% su zadovoljni
svojim izborom, 14% bi se opredelili za FMZ u Zajecaru i 18% bi upisalo prirodne
nauke.

Na osnovu dobijenih podataka iz ankete, nas osnovni cilj jeste da vidimo kakvo
je opredeljenje maturanata nakon prve odnosno druge godine, na osnovu c¢ega bi
smo magli dati dugoro¢nu prognozu verovatnoca za izbor zeljenog fakulteta.

Na osnovu dobijenih rezultata ankete i predhodno izlozene Teorije Markovljevih
lanaca, u prvom koraku, na osnovu formule (4.10) i (4.11) formiramo vektor stanja

u pocetnom vremenskom trenutku ¢ = 0, koji glasi:
s(0) =10,12 0,35 0,53] . (4.24)

Koordinate vektora sy su verovatnoce koje opisuju opredeljenost studenata za studije
na FMZ Zajecar, za prirodne nauke ili neku drugu od drustvenih nauka.

Matrica prelaza P dobija se uvrStavanjem verovatnoca sa kojima bi maturanti
ostali pri svom izboru ili bi eventualno promenili stav o izboru upisa na neki drugi

fakultet.

0.65 0.12 0.23
P=1006 062 0.32 (4.25)
0.14 0.18 0.68
Posmatrajuéi matricu (4.26) tj. elemente koji se nalaze na glavnoj dijagonali

matrice P, mozemo zakljuc¢iti da su to verovatnoce sa kojima maturanti planiraju
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da ostanu na pocetno izabrani fakultet.
Dalje, primenom formule (4.8) dobojamo prognozu interesovanja maturanata za

odredjeni fakultet, nakon druge godine upisa, tj. imamo

0.462 0.194 0.344
P?=10.121 0.449 0.430 (4.26)
0.197 0.251 0.552
gde je P2=P-P.
Sada na osnovu formule (4.11) rekurentnim postupkom mozemo dati ocenu opre-
deljenosti maturanata u narednom periodu. Tako, na primer, nakon godinu dana

mozemo ocekivati izbor maturanata za zeljeni fakultet sa slede¢im verova tno¢ama:

s(1)=s(0)- P = [0,120,35 0, 53]

= [0,173 0,327 0,5 . (4.27)

Interpretirajuéi izraz (4.27) mozemo zakljuciti da ¢e naredne godine 17.3% mat-
uranata iz Timocke Krajine upisati FMZ u Zajecaru, 32,7% njih opredeli¢e se
za prirodne nauke i 50% maturanata opredeli¢e se za neki od ostalih fakulteta
drustvenih nauka.

Na slican nac¢in dobijamo vektor stanja s(2):

s(2) = s(1)-P
= s(0)- P?
0,462 0,194 0,344
— [0,12 0,35 0,53]- | 0,121 0,449 0,43

0,197 0,251 0,552
= [0,202 0,314 0,484] . (4.28)

Sada na osnovu dobijenih vektora stanja s(1) i s(2), mozemo zakljuciti da vektor
s(t) nije stacionaran, pa na osnovu teoreme Markova 4.3.3. tragamo za grani¢nim

vektorom

s*=I[p1 vy p3),
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koji sadrzi granicne, ili tzv. ergodicne, verovatnoc¢ve koje predstavljaju dugorocnu
prognozu, a koja ne zavisi vremena t.

Dalje, na osnovu formule (4.17). dobijamo sledeéi sistem homogenih jednacina:

0,35p% — 0,06p5 — 0,14p5 = 0
—0,12p% +0,38p5 — 0,18p5 = 0 (4.29)

—0,23p; —0,32p5+0,32p; = 0.
S’obzirom da je sistem jednacina (4.29) homogen, to on osim trivijalnog resenja

(p; p; p;) = (O> 0, 0)? (430)

ima i beskona¢no mnogo drugih reSenja do kojih dolazimo izborom za pj = k, gde
je k > 0 proizvoljna konstanta koju treba odrediti. Sistem (4.29) dalje resavamo
tako sto biramo bilo koje dve jednacine i svodimo ih na sistem od dve jednacina
sa dve nepoznate, ¢ijim reSavanjem dobijamo vrednosti nepoznatih pj = 1,028k i
ps = 1,508k, koja ocigledno zavise od izbora vrednosti konstante k. Konacno resenje

sistema (4.29) glasi:

(pi, p5 p3) = (k, 1,028k, 1,508k) . (4.31)

Dakle, na osnovu izraza (4.31) vidomo da za svaku proizvoljno izabranu vrednost
konstante k dobijamo odgovarajuéu trojku (pj, p5, pj) numerickih vrednosti redom
za svako pf, ¢ =1, 2, 3. Medjutim, kako su p}, i = 1, 2, 3 verovatnoce za koje
vazi da je \

dpi=1, (4.32)

i=1

to konacno doobijamo slede¢u relaciju:

k+ 1,028k 4+ 1,508k = 1. (4.33)

Sada iz relacije (4.33) jednostavno dibijamo trazenu vrednost konstante k, tj.

k=0,283. (4.34)
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Uvrstavanjem vrednosti konstante k u izraz (4.31) dobijamo trazeni ergodi¢ni

vektor

s = [pi p5 p3] =10,238 0,291 0,426] . (4.35)

Na kraju, s’obzirom da ergodi¢ni vektor predstavlja graniéni vektor stanja s(t),
to izraz (4.35) mozemo interpretirati kao dugoroénu tendenciju interesovanja mat-
uranata na podruc¢ju Timocke krajine, pre svega za Fakultet za menadzment u
Zajecaru, a onda i za ostale fakultete prirodnih i drustvenih nauka.

Dakle, na osnovu izraza (4.35) mozemo zakljuciti da se u buduénosti moze
ocekivati da ¢e 28,3%, od ukupnog broja maturanata zainteresovanih za studije
u Timockoj Krajini, upisivati Fakultet za menadzment u Zajecaru, 29,1% matu-
ranata bi upisivalo neki od fakulteta prirodnih nauka, a 42, 6% bi upisivalo neki od
preostalih fakulteta drustvenih nauka.

Napomena: S’obzirom da su rezultati dobijeni na relevantnom uzorku, kao
takvi mogu posluziti Fakultetu za menadzment u Zajecaru kao osnova za kvalitetno

kreiranje politike upisa na ovaj fakultet, Sto je i bio osnovni cilj ove analize.
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Glava 5

Primena Teorije igara u marketing

odlucivanju

Teorija konflikata ili Teorija igara nastala je pocetkom 20-og veka mada se neki
pojmovi koji se odnose na nju vezuju za rad Problémes et délectables, qui se font par
les nombres koji je objavljen u izvesnom zborniku Bachet de Meziriac-a, a poslat je
u pismu Paskala! koje je upuéeno Farmau 2 29. jula 1654. godine.

Pojam beskoalicione igre® sa n igraca prvi put se pojavljuje u radu John von
Neumann-a i O. Morgenstern-a u radu Theory of games economic behaviour koji je
objavljen na Prinston Univerzitetu 1947. godine. E. Borel u radu The Theory of
play and integral equations skew symetric kernels objavljenom 1921. godine uvodi
pojam antagonisticke igre. Termin matri¢na igra pripada G. B. Dantzigu. On
je ovaj pojam uveo u radu A proof of the equivalence function of the programming

problem and the inequalites, dok je pojam bimatriéne igre uveo N.N. Vorobljev u

!Francuski matematicar 1623. - 1662. U 16. godini otkrio je tzv. ”Paskalovu teoremu” o
Sestouglu upisanom u konusni presek 1641. Iza toga pronasao je racunsku masinu. U 25. go-
dini otisao je u manastir Port-Rojal, gde je kao asketa objavio traktat o Aritmetickom trouglu
kojeg obrazuju biniomni koeficijenti a koji se pominju u Teoriji verovatnoc¢e. Dosta je radio na

integralima, beskonaé¢no velikim i malim veli¢inama kao i principu totalne indukcije.

2Piere de Fermat, francuski matematic¢ar, 1601. - 1665. Radio je u oblasti geometrije, Tan-
genta linearnih krivih, u mat. analizi: Metod maksimuma © minimuma, Izracunavangje integrala

kvadratnih funkcija, itd.
3Vorobljev N.N.: Osnowvi teorii igr- beskoalicionnie igrji, Moskva 11984.
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radu Situacii ravnovesij v bimatricnih igrah 1958. godine.

5.1 Beskoalicione ige

Pjam beskoalicionih igara sa n- igraca u radu* uveo je Jon Von Nojman 1953,
a pojam matricne igre pripada B. Dancigu, dok je pojam bimatri¢ne igre uveo
Vorobljev u radu®

Navodimo najpre pojam beskoalicione igre kao osnovni matematicki model

strateske igre koji ¢emo dalje koristiti.

Definicija 5.1.1. Beskoaliciona igra jeste sistem

G = <[> {Si}zEb {fi}ig) (5-1)

gde je - I ={1,2,...,n} konacan skup ¢ije elemente nazivamo igraéima; - S; (i €

I) - proizvoljan skup ¢ije elemente nazivamo strategije odgovarajucih igraca i € I.

Izbor {S; }ier strategije igraca, tj. elemente Dekartovog proizvoda

s=][s (5.2)

iel

nazivamosttuactjama u igri G. Svakom igracu i € I odgovara ogranicena funkcija
fi:S—>R (5.3)

koju nazivamo funkcigom dobitka toga igraca, a njena vrednost u posebnoj situaciji

(izborom konkretne vrednosti x € S) jeste dobitak igraca u toj situaciji.

Beskoaliciona igra G definisana u (5.1) naziva se konaénom, ako su skupovi svih
strategija S; igraca iz I kona¢ni. Konacéna beskoaliciona igra naziva se bimatri¢na
ako je I = {1,2} dvoelementni skup, tj. sadrzi samo dva igraca. Ovakav naziv igre G

motivisan je slede¢im opisom: Ako sastavimo dve matrice u kojima kretanje po vrsti

4Von Nojman J.: On the theori of gamesof strategy, Prinston University Press, 1959.-453 p.
5Vorobljev N. N.: Situacii ravnovasja v bimatriénih igrah, Teorija verovatnosti i ee primenjenia,

1958., 3. No 3. s. 318-331.
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odgovara strategiji prvog igraca, a kretanje po koloni strategiji drugog igraca, tada te
matrice odgovaraju situacijama igre. Ako polja prve matrice popunimo vrednostima
funkcije dobitka igraca 1., a polja druge matrice vrednostima funkcije dobitka igraca
2., dobijamo dve matrice koje opisuju igru GG. Te matrice nazivamo matrice igre
(matrice pladanja) u bimatricnoj igri. Uobi¢ajeno, matrice igre odgovarajuéih

igraca obelezi¢emo simbolima A i B, a samu bimatri¢nu igru oznakom G(A, B).

Definicija 5.1.2. Beskoaliciona igra G iz (5.1) naziva se igrom sa konstantnom
sumom, ako za svaku situaciju x € S vazi:

> filw) =c (5.4)

ie T

Ako je konstanta ¢ = 0 tada igru G nazivamo igra sa sumom nula. Beskoa-
liciona igra sa konstantnom sumom moze se interpretirati kao model ekonomskog
procesa kada na trzistu nema ponude i traznje za nekim artiklom i u nizu drugih
situacija. Neke od njih bi¢e opisane u ovom radu. Beskoaliciona igra sa sumom nula
u kojoj nastupaju samo dva igraca, tj. I = {1,2}, naziva se antagonisticka igra.
Na taj nac¢in, u svakoj antagonistickoj igri dobitak jednog igraca jednak je gubitku
drugog, tj.
fi(wy, 22) = — o1, 22)

za sve strategije igraca x; € S i1 29 € Sy. Dakle, funkcijom dobitka prvog igraca
potpuno je opisana funkcija dobitka drugog igraca, i obratno. Sve strategije kao i
iznosi pojedinih dobitaka, odnosno gubitaka date su u matrici pla¢anja a zajedenicka
dobit oba igraca u ovoj igri jednak je nuli. Pri definisanju modela matrica pla¢anja
kreira se za jednog od igraca. Ako je igra G antagonisticka, tada je njen skup zadan

trojkom

G = (51,8, f) (5.5)

gde su &7 1 Sy skupovi strategija igraca, a f : S; X S — R funkcija igre.
Definicija 5.1.3. Antagonisticka bimatricna igra naziva se matriéna igra.

U definiciji 5.1.3 matri¢cna igra je definisana kao konacna antagonisticka igra

G = (81,82, f) u kojoj su skupovi strategija igraca konaé¢ni, tj. S; = {x1,...x,} 1
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Sy = {y1,...,yn}. Odnos strategija i dobitka oba igraca u matri¢noj igri G mogu

se prikazati tablicom:

Igrac Igrac I,
L Y1 Y2 Yj Yn
T flo,y) |- f(l"l,yj) | f(Tnyn)
T2 flwo,yn) | -+ f(932,yj) co | f(m2,yn)
Z; [l |- f(l“uyj) | f(@is yn)
Tm f(xmayl) f(xmvyj) f(xmvyn)

gde je svaki horizontalni red strategija prvog igraca, a vertikalni red je strategija
drugog igraca. U tabeli je svaka situacija u igri opisana kvadratom popunjenim
vrednos¢u funkcije dobitka igre prvog igraca, koja ujedno predstavlja gubitak drugog

igraca. Gore navedena tablica moze se jednostavnije prikazati matricom

ay;p a2 - dip
Q21 Q22 - Q2q

A= (5.6)
Am1 Am2  °° Gmp

gde je
a; = f(i,7), (=1,....m;j=1,...,n)

ranije opisana vrednost dobitka, odnosno gubitka igraca u pojedinim situacijama
igre. Matrica A naziva se matrica dobitka, matrica plac¢anja ili matrica igre.
Ako je A matrica igre GG, tada matricnu igru oznacavamo sa G(A) ili G4. Jasno
je da sva tvrdjenja koja vaze za proizvoljne antagonisticke igre, u potpunosti vaze
i za matri¢ne igre, s obzirom na nacin kako su one definisane. Ovo se objasnjava
time $to bimatri¢na igra G(A, B) jeste antagonisticka ako je B = —A, pa je ova igra
potpuno opisana matricom dobitka A prvog igraca. Dakle, prvi igra¢ moze birati
izmedju m, a drugi izmedju n strategija pa je matrica pla¢anja u ovoj igri formata

m X n.
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5.1.1 Igre sa cistom strategijom

Posmatrajmo, najpre, opsti slucaj antagonisticke igre za koju pretposta- vimo da
vaze sledeca pravila:
1. Igraci u svakom trenutku biraju sebi najpovoljnije resenje, tj. vrse racionalan

izbor strategija.

2. Pri izboru odredjene strategije igrac¢i nemaju nikakvu informaciju o tome

kakvu je strategiju izabrao njihov protivnik.

Sada se, kao fundamentalno pitanje, postavlja problem nalazenja optimalnih
strategija oba igraca z* € &1 1 y* € Sy koje Ce obezbediti ispunjavanje tzv. ravno
teznih uslova u igri.

Pojam situacije ravnoteze u igri dva igraca uveo je O. Kurno u radu ¢ , dok je
opsti slucaj opisao Dzon Nes u radu 7 Aksiomatski opis situacije ravnoteze u igri
dao je Vilkasu I. u radu ®

To, u stvari, znac¢i da prvi igrac¢, izborom svoje optimalne strategije 2* obezbed-
juje odredjeni, zagarantovani dobitak f(z*, y*) pri ma kakvom izboru strategija svog

protivnika. Dakle, za bilo koju strategiju drugog igraca y € Sy vazice

f@ ") < f(2",y).

Sli¢no, drugi igrac, pod pretpostavkom racionalnog ponasanja, bira optimalnu strate-
giju y* € S, ¢ijim izborom osigurava maksimalnu vrednost gubitka f(x*,y*). Znadci,

za svaku strategiju prvog igraca x € S; vazice

f@*y*) > f(z,y").

Poslednje dve nejednakosti mozemo objediniti u jednu, tj.

fla,y®) < Fla®,y7) < f(a",y) (5.7)
5Kurno O.: Resharches sur les principes mathmatiques de la theorie de richesses Paris, 1838. -

258 p.
"Nes Dz.: The bergaining problem, Econometricaa 1950. 18, p 155-162.

8Vilkasu I.: Aksiomaticeskoe opredelenije situacii ravnovesija i i znaénia beskoalicionoi igri n-

lica, Teorija verovatn. i primene, 1968. 13, No 3, c. 586-591
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za sve © € & 1y € S. Vrednost funkcije f koja se dobija izborom optimalnih

strategijama z*, y* predstavlja optimalnu vrednost igre G, u oznaci:

v(G) = fla" 7). (5-8)

Najzad, situacija (z*,y*) € S; x Sy u antagonistickoj igri G = (51, Ss, f) za koju je
ispunjen uslov (5.7) jeste situacija ravnoteze , odnosno sedlasta tacka funkcije
dobitka f, odnosno igre G. Naziv je opravdan geometrijskom interpretacijom koja
je prikazana na slici 5.1. Kao Sto vidimo, svako uda- ljavanje od tacke (z*,y*) po
koordinati x vodi ka manjoj vrednosti funkcije f, a udaljavanje po y koordinati vodi
ka veCoj vrednosti za f.

Navodimo, sada, tvrdjenje koje daje dovoljne uslove za egzistenciju sedlaste
tacke u antagonistickoj igri. Antagonisticka igra G = (S1, Ss, f) ima sedlastu tacku

(z*,y*) akko vazi jednakost

*,y") = max inf ,Y) = min s ). 5.9
@ y7) = meax inf flz,y) = minsup f(z, ) (5.9)
S(xy)

Slika 5.1:

Osnovni princip optimizacije u matricnim igrama, kao i u proizvoljnoj antago
nostickoj igri, jeste princip koji se sastoji u realizaciji situacije ravnoteze (5.7) u igri
G, tj. u odredjivanju sedlaste tacke (z*,y*) funkcije dobitka igre f. Taj princip

zahteva da se u igri G(A) sa matricom igre A = ||a;;||mxn izabere takva vrsta ¢* i
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kolona j* matrice igre A tako da vazi:
Ajjr < Qjrjre < e

U slucaju matriénih igara koje su, kao sto smo naveli, u potpunosti opisane ma-
tricom igre A, odredjivanje sedlaste tacke je dosta pojednostavljeno. Pre svega,
uslov minimax-a (5.9) dobija tada vrlo jednostavan oblik. Ipak, radi metodologije
izlaganja i, pre svega, prakticne primene teoretskih rezultata u resavanju razlic¢itih
problema i zadataka, opisacemo detaljnije primenu minimax principa u matri¢nim
igrama. Posmatrajmo najpre igraca 1. i njegove mogucnosti izbora optimalne strate-
gije. Prema matrici igre A, njemu je na raspolaganju tacno m strategija koje smo
oznacili elementima skupa S; = {z1,...,z,,}. Izborom strategije x; on dobija jedan
od sledec¢ih iznosa

A1y - -y Qin

koji, jasno, predstavljaju i-tu vrstu matrice igre A. Sama vrednost dobitka prvog
igraca zavisi sada od izbora odredjene strategije njegovog protivnika. U najnepo-
voljnijem slucaju, prvi igra¢ dobija najmanji od gore navedenih iznosa, koji ¢emo
oznaciti

a; = min(a;;). (5.10)
j

Sada, za igrac¢a 1. najpovoljnija bi¢e ona strategija kojoj odgovara najveéi dobitak
iz (5.10), tj.

o = max(q;) = maxmin(a;;). (5.11)
i i j

Vrednost o predstavlja, dakle, minimalni (zagarantovani) dobitak prvog igraca,
bez obzira na to koju ¢e od svojih strategija primeniti drugi igra¢. S druge strane,
dobitak ¢e biti ve¢i od a* ukoliko drugi igra¢ ne odabere najoptimalniju strategiju.
Zato ¢emo, u daljem tekstu, vrednost a* zvati donja granica igre. Slicnim postup-
kom sada mozemo odrediti optimalan izbor strategije igraca 2. Najpre odredjujemo
proizvoljnu strategiju y; iz skupa Sy = {y1,..., yn} za koju je matricom igre A

odredjena vrednost potencijalnih gubitaka ovog igraca

A1jy ey Qmy-

71



Igre sa c¢istom strategijom

Jasno, rec je o elementima j-te kolone matrice A. Sada, najnepovoljnija moguénost
za igraca 2. jeste da njegov protivnik izabere strategiju za koju ¢e vrednost funkcije

dobitka f biti najveca od svih gore navedenih vrednosti, t;.
5j = max(aij). (512)

Za igraca 2. je tada najpovoljnije da odabere onu strategiju kojom ¢e on imati
najmanji moguéi gubitak opisan izrazom (5.12). Na taj nacin, odredjena je gornja
granica igre

B" = min($;) = min max(a;;) (5.13)

koja predstavlja najveci moguéi gubitak drugog igraca, bez obzira na izbor strategije
njegovog protivnika. Dalje bez dokaza navodimo jedan vazan rezultat Teorije igara

Za donju i gornju granicu igre G(A) vazi nejednakost

o < B (5.14)

Ukoliko je a* = p*, onda matri¢na igra ima sedlastu tacku, tj. postoje optimalne

strategije x;+ € S; 1y« € Sy za koje vazi
Ay jx = o = ﬁ* (515)

Uslov jednakosti donje i gornje granice igre omoguc¢ava nam, dakle, jednostavan
postupak nalazenja sedlaste tacke, odnosno optimalnih strategija oba igraca u ma
kojoj matri¢noj igri. Za ovakve igre tada kazemo da poseduju €istu (optimalnu)

strategiju. Optimalnu vrednost igre
v(G) =a" =p" (5.16)

koja istovremeno predstavlja zagarantovani, najmanji iznos dobitka igraca 1., ali
i najve¢i mogudi iznos gubitka igraca 2., nalazimo kao zajednicki element vrste i
kolone matrice A koje odgovaraju optimalnim strategijama z;-,y,-. Na taj nacin,
matricna igra je u potpunosti reSena.

Dakle, optimalna Cista strategija u igri sa sedlastom tackom jednostavno se moze

odrediti pomo¢u minimax kriterijuma koji su napred opisani, a koji pocivaju na

72



Igre i Marketing 73

predpostavci da svaki igra¢ odabere onu strategiju kojom maksimizira svoj mini-
malni dobitak, a istovremeno mininimizaira maksimalni gubitak. U sluc¢aju kada se
radi o igri G koja ima sedlastu tacku igraci tada ne moraju skrivati svoje strategije
sobzirom da ni jedan od igraca, promenom strategije, nije u stanju da popravi svoj
rezultat, pa je igra G u ovom slucaju u stanju ravnoteze.

Ukoliko matrica igre A nema sedlastu tacku, igra¢i nemaju moguénost izbora
optimalnih (¢istih) strategija koje im omoguéavaju jedinstveno odredjene granice
dobitka, odnosno gubitka. Odredjivanje optimalne strategije igraca zasniva se tada
na uvodjenju elemenata slucajnosti u samoj igri, koja se ogleda u formiranju niza
verovatnoca sa kojima svaki od njih bira odredjenu strategiju. Dakle, oni ne biraju
samo jednu strategiju, ve¢ se odlucuju za vise njih, sa odredjenom verovatnocom.
Tako, recimo prvi igra¢ koji na raspolaganju ima m strategija svaku od njih moze
odabrati sa verovatno¢ama

&, ooy Em,

dok ¢emo odgovarajuée verovatnoce izbora n strategija drugog igraca oznaciti sa

m,---sMn-

Pritom je, jasno, ispunjen uslov nenegativnosti
& >0, n; >0, (i=1,....m; j=1...,n)

ali i normiranosti

ZfiZZ%‘ =1,

i=1 j=1
jer ¢e oba igraca, sasvim izvesno, odabrati bar jednu od ponudjenih strategija. Sve

moguce izbore verovatnoca gore navedenog oblika nazivamo meSovitim strategi-

jama date igre.

5.2 QOdluc¢ivanje bazirano na teoriji igara

U okviru ove sekcije razmatramo primenu Teorije igara, specijalno Antago-

nisticke igre , u raznim slucajevima konfliktnih situacija koje mogu nastupiti na



Igre i Marketing 74

trzistiu. Konstruisani matematicki model koji dalje opisujemo, kreiran je u opstem
slucaju, medjutim kao i svi modeli slicnog tipa moze se primeniti u raznim oblastima
istrazivanja, pa i u ekonomiji.

U ovom sluc¢aju na$ osnovni motiv nalazimo u nekim problemima marketinga,
tj. investiranja u raznim markentiskim poslovima, od kojih smo izdvojili veoma
¢est markentiski problem investiranja u reklame nekih proizvoda i naravno pitanje
povratnih efekata tj. uticaja tih investicija na traznju za datim proizvodom, sto
moze da bude od velike koristi marketing menadzerima u slucaju kada treba da
donesu kvalitetnu odluku baziranu na egzaktnim ¢injenicama.

U savremenom marketingu, zadnjih nekoliko godina, ukljuc¢en je veoma Sirok
spektar matematickog aparata kao Sto je Matematicka statistika, Teorija verovatnoca,
Teorija igara, razne softverske aplikacije kao i niz drugih matematickih disciplina
¢ime je stvorena osnova za kvalitetnu kvantitativnu analizu trzista, a na taj nazin top
menadzerima omoguc¢eno donoSenje poslovnih strategija na egzaktnim ¢ijenicama
¢ime se kvalitet njihovih odluka podize na znatno visi nivo.

Matematicki modeli koji su konstruisani i opisani u okviru ove sekcije su origi-
nalni i motivisani su nekim delovima Teorijom igara, Teorije verovatnoca i matemati
cke statistike, a objavljeni su u radu *

Matematicko modeliranje kao proces danas se sve vise §iri na razna podrucja,
kako prirodnih tako i drustvenih nauka, posebno ekonomije, s’obzirom da u ovoj
oblasti istrazivaci nalaze veoma jake motive i inspiraciju za istrazivanjem. Razlog
tome su svakako veoma turbulentna kretanja, krize i konflikti koji se javljaju u
raznim oblicima lokalnih a i ekonomija na globalnom novou.

Savremeni problemi na trzistu uopste, a posebno konflikti visokog intenziteta na
finansijskiom trzistu koji su danas veoma aktuelni, svakako su dobra motivacija da
se aktivira matematicko znanje i na egzaktan nacin razreSe veoma teski i zamreSeni

problemi ekonomije u danasnjem trenutku, kada je kriza zahvatila i najrazvijenije

9Stojanovié¢ V, Bozinovi¢ M, Petkovié N.: Softvare implementacion of the model of game theory
in marketing decisions, Medjunarodna konfernecija MIT, sa u¢es¢em naucnika iz Ruske federacije,
Vrnjacka Banja, 2013. Ovaj rad usao je u 10. radova koje su Rusi odabrali za stampu u njihovom

casopisu.
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ekonomije sveta. Naravno, danas je mnogo lakse proizvesti neki artikal nego prodati
ga. U tom smislu savremeni marketing ima razvijene metode i modele reklamiranja
proizvoda , ali se one svakako mogu unaprediti uzimajuci u obzir pre svega mogucu
rekciju konkurencije na trzistu.

Opste je poznato da potrosaci svoju odluku o kupovini nekog artikla uglavnom
donose pod danas veoma agresivnim, a po nekad i veoma iritiraju¢im uticajem
raznih medija, posebno Televizje, koji po nekad zbog svoje upornosti i agresije na
potrosace mogu da izazovu i kontra efekat. Iz tih razloga marketing - menadzeri
problemu reklama i oglasavanja svojih proizvoda treba da posvete posebnu paznju i
izaberu onaj nacin prezentacije proizvoda koji pre svega optimizira troskove reklame
sa oc¢ekivanim efektima koje ta reklama treba da proizvede kod potrosaca, sa jedne
strane, a sa druge moraju uzeti u obzir i sve aktivnosti konkurencije.

Iskustvena je ¢injenica da ¢e konkurencija svakako reagovati sobzirom da kam-
panja reklamiranja jednog pro izvoda svakako utice na traznju istog ili slicnih
proizvoda kod konkurentskih kompanija, sto u krajnjem slucaju stvara jednu ko
nfliktnu situaciju na trzistu. Konacni ishod ovakovog konflikta zavisi pre svega
od izbora i kombinacija strategija koje su dve antagonisticki pozicionirane strane
odabrale. Izbor neodgovaraju¢ih strategija i skladu sa tim donoSenje pogresnih
poslovnih odluka u takvim okolnostima za posledicu svakako ima smanjenje traznje,
a sa druge strane i gubitka trzisne pozicije koju kompanija ima.

Konstrukcijom odgovarajué¢ih matematickih modela, rizik koji neminovno nasteje
kao posledica bilo kakvog konflikta, u ovakvim situacijama moguce je eliminisati ili
bar svesti na najmanjumoguéu meru. '°

Teorija igara koja u operacionim istrazivanjima ima veliku primenu, pre svega u
optimizaciji raznih konfliktnih situacija, pa je na taj na¢in usko povezana sa Teorijom

odluc¢ivanja. Matematicki modeli kreirani u Teoriji igara omogucavaju analizu raznih

0K onflikti koji su generisani sve intenzivnijom trzisnom utakmicom kako na lokalnim tako i
na globalnom trzistu, kao i niz slicnih situacija kaji nastaju u raznim vojnim sukobima kojih
danas ima na pretek, politicke kampanje i sli¢ni antagonizmi, drugom polovinom 20 veka, doveli su
matematicare na ideju o stvaranju Teorije igara kao logistike u donosenju vaznih odluka u raznim

konfliktnim situacijma
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situacija u kojima ishod igre dva ili viSe igraca ne zavisi samo o jednom od njih,
naprotiv, na ishod igre uticu svi ucesnici u igri. Naravno, da izbor strategije jednog
od igraca, zavisi o ocekivanim reakcijama ostalih uc¢esnika u igri.

Dakle, ako bi smo napravili paralelu sa donosenjem odluka menadzera , tada je
jasno da su njihove odluke svakako medjuzavisne. Sa aspekta Teorije igara cilj svakog
igraca je pravovremena reakcija na akciju protivnika kako bi ostvario sto bolji rezul-
tat. Prostor odlucivanja u Teoriji igara opisan je kombinacijama svih raspolozivih
strategija, tj. akcijaama koje igra¢i mogu preduzeti tokom igre. Fundamentalno pi-
tanje u Teoriji igara je pronalazenje odgovarajucih kriterijuma za izbor optimalnih
strategija.

U ovom sluc¢aju nuzno je napraviti razliku izmedju €iste i meSovite strategije.
Naime, o ¢istoj strategiji radi se u slucaju kada se igrac¢i u svakoj partiji, koja
predstavlja pojedina¢nu realizaciju igre GG, opredeljuju samo za jednu od moguénosti
koje im stoji na raspolaganju. Medjutim, kod mesovitih strategija izbor igraca
nije u svakoj situaciji istovetan, sto dalje zna¢i da se mesovita strategija sastoji od
ucesc¢a raznih moguénosti izbora. Zavisno od medija u kojima se dva konkurenta
reklamiraju, oni svakako imaju na raspolaganju odredjen broj strategija.

Matrica pla¢anja u modelu igre G formira se na osnovu procenjenih efekata svih
moguc¢ih kombinacija strategija u dnosu na procentualnu promenu trzisnog uceséa
jednog igraca. Osnovna karakteristika modela koji ¢emo dalje razmatrati sastoji se
u simulaciji procentnog uceséa, pri cemu predpostavljamo da slucajne promenljive
koje ih reprezentuju imaju normalnu raspodelu ¢ije parametre moramo proceniti
na osnovu relevantnih podataka, dok se generisanje odgovaraju¢ih numerickih vred-
nosti moze realizovati sa odgovarajuc¢im softverskim paketom na rac¢unaru. Posto se
formira matrica pla¢anja u igri G ¢iji su elementi simulirane vrednosti procentnog
ucesca na trzistu svakog od njih, model se moze transformisati u model linearnog
programiranja, o kome je bilo re¢i u predhodnoj tacki. Nakon realizacije odgo-
varaajuc¢ih procedura, tj. simulacije i reSavanja zadatka linearnog programa, naredni
korak sastoji se u formiranju distribucija frekvencija odgovarajuéih strategija, a za-
tim se za svaku od distribucija izracunava aritmeticka sredina. Konac¢no, na

taj nacin dobijeni rezultati predstavljaju udeo strategija koji obezbedjuju najvece
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dobitke u postavljenoj igri G.

Mi ¢emo se dalje baviti ovom problematikom sa ciljem da razvijemo originalni
model baziran na Teoriji igara koji se moze primeniti u donosenju poslovnih odluka
u oblasti marketinga pa na taj nacin, u krajnjem slucaju, i menadzmenta. Za
primenu modela razvijen je i originalni softver kao logisticka podrska koji opera-

cionalizuje i znatno olaksava njegovu primenu.!!

5.3 Konstrukcija modela

Matematicki aparat koji nam je potreban za opisivanje problema odluc¢ivanja bazi-
ran na Teoriji igara u oblasti marketinga, odnosi se pre svega na pojmove beskoa-
licionih igara, na antagonisticke i matri¢nie igre sa sumom nula, o kojima je bilo
reci na pocetku ovog pglavlja. U takvoj igri, dva igraca, kao medjusobno suprot-
stavljene strane u konfliktnoj situaciji imaju na raspolaganju konac¢an broj strategija
¢ijim izborom nastaju razne situacije u samoj igri. Pri tom, dobitak jednog igraca
ekvivalentan je gubitku drugog igraca, pa je zajednicki dobitak oba igraca jed-
nak nuli. Sve strategije, kao i pojedina¢ne dobitke jednog, odnosno gubitke drugog

igraca, unosimo u matricu pla¢anja igre GG koja u opsten slucaju ima sledeé¢i oblik:

@11 Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2

A= (5.17)
am1 Am2 - Amn

U matrici A svaki horizontalni red (vrsta) predstavlja izbor jedne od m moguéih
strategija prvog igraca, a svaki vertikalni red (kolona) izbor jedne od n strategija

drugog igraca. Najzad sami elementi matrice placanja A

a'ij:f(iaj)> (Z:1>,m7]:1,,n),

1 Autori originalnog softvera koji je kreiran za potrebe simulacije nekih statistickoh parametara
u ovom matematickom modelu su prof. dr Vladica Stojanovi¢, prof. dr Milan Bozinovié¢ i mr Nina
Petkovi¢, Prirodno-matematicki i Ekonomski fakultet Univerziteta u Kosovskoj Mitrovici i FMZ

Zajecar, a publikovan je u [76].
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predstavljaju vrednost dobitka prvog, odnosno vrednost gubit drugog igraca pri
izbo ru odgovarajucih strategija, tj. u pojedinim situacijama igre. Osnovni princip
optimizacije u matri¢nim, kao i u ma kojoj antagonistickoj igri, jeste jeste princip
koji se sastoji u realizaciji tzv. situacije ravnoteze. Taj princip zahteva da se u

igri G4 izabere vrsta ¢* i kolona j* matrice igre A = [a;;] tako da vazi:

To u stvari, znac¢i da prvi igrac¢, izborom svoje optimalne strategije ¢* obezbed-
juje odredjeni, zagarantovani dobitak a;;+ pri ma kakvom izboru strategije j svog
protivnika, tj. drugog igraca. Sli¢no, drugi igra¢, pod predpostavkom racionalnog
ponasanja , bira optimalnu strategoju j* ¢ijim izborom osigurava maksimalnu vred-
nost gubitka a;«;«. Na taj nacin, ¢* i j* predstavljaju optimalne strategije u igri

G 4, dok je a;-j- sedlasta tacka, odnosno optimalna vrednost igre G4, u oznaci
v =0(Ga) = ajjr (5.19)

U igri u kojoj postoji jedinstvena optimalna strategija oba igraca ni jedan od igraca
ne moze poboljsati svoj rezultat primenom strategije, pa je takva igra u stanju
ravnoteze. Za ovakve igre tada kazemo da poseduju €iste - optimalne strategije,

pa je na taj nacin, matricna igar u potpunosti reSena.

5.3.1 Matri¢ne igre sa meSovitim strategijama

U koliko matrica igre A nema sedlastu tacku, u tom slu¢aju igra¢i nemaju
mogucénost izbora optimalnih (¢istih) strategija koje im omoguéavaju jedinstveno
odredjene granice dobitaka, odnosno gubitka. Odredjivanje optimalne strategije
igraca, u tom sluc¢aju, zasniva se na uvodjenju elemenata sluc¢ajnosti u samoj
igri, koja se ogleda u formiranju niza verovatnoc¢a sa kojima svaki od njih bira
odredjenu strategiju. Dakle, oni ne biraju samo jednu strategiju, ve¢ se odlucuju za
vise njih, sa odredjenom verovatnotom, pa takve strategije nazivamo meSovitim

strategijama.
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Predpostavimo da prvi igrac¢, koji na rasplaganju ima m strategija, svaku od njih
moze odabrati sa verovatnoc¢om py, ..., p,, dok ¢emo verovatnoce izbora n strategija
drugog igraca oznaciti sa qi,...,q,, pri ¢emu je jasno da uslov nenegativnosti, tj.

pi =, q¢; > 0, ka i uslov normiranosti

dpi=> =1 (5.20)
i=1 j=1

jer ¢e oba igraca, sasvim sigurno, odabrati bar jednu od ponudjenih strategija. Sve
moguce izbore verovatnoc¢a gore navedenog oblika nazivamo meSovitim strategi-
jama date matri¢ne igre G 4. Optimalna strategija u igrama sa sumom nula izmedju
dva igraca moze se odredioti na vise razli¢itih nacina. Ipak, jedan od najopstijih
nacina resavanja ovakve igre jeste da se on izrazi kao problem linearnog programi-
ranja.cime se ujedno stvara mogucénost za softversku implementaciju matematickog

modela igre. U tu svrhu uvodima najpre slede¢e pojmove:

Definicija 5.3.1. Matricne igre G4 © Gg sa matricama igre A © B istog formata

mn, nazivaju se afino ekvivalentne ako postoje k > 0 i1 € R, takvi da je
B=k-A+71-1yxn, (5.21)
gde je 1,,xn jediniéna matrica istog formata kao i matrice A i B.

Neposredno se proverava da afino ekvivalentne igre imaju iste skupove optimalnih
strategija, pri cemi je

v(Ga) =k -v(Gg) =T (5.22)

U specijalnom slucaju, kada je k = 1, igre G4 i Gp zovemo ekvivalentnim
igrama. Opsti postupak nalazenja optimalnih mesSovitih strategija zasnovan je,
kako smo napred istakli, na direktnoj primeni linearnog programiranja, odnosno
Simpleks metoda. Pritom, na osnovu napred uvedenih pojmiova, za proizvoljnu
matri¢nu igru G4, odredjenu matricom igre A = [a;;] ., mozemo predpostaviti da
je min(a;;) > 0. Dalje, formiramo model linearnog programiranja za prvog igraca,
)T

pri ¢emu su koordinate vektora p = (py,...,pm)" verovatnoée da prvi igrac izabere
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strategijuz =1, ..., m. U suprotnom, ako uslov nenegativnosti nije ispunjen, u tom
slucaju posmatramo ekvivalentnu igru sa matricom
Al — A + T- 1m><n (5.23)
gde je 7 =| min(a;;) |. Uvedimo, sada vektor
T 1
X = (T1,...,&m) = — P (5.24)

gde je
v(p) = min (Zpiail, Zpiazg, ce Zpia,-m) ) (5.25)

Pokazuje se tada da je optimalna vrednost igre v* = maxv(p), kao i da je nalazenje
optimalne mesovite strategije p* = (pj,...,p},) ekvivalentno resavanju sledeceg
problema linearnog programiranja, vidi [3], [13], [18],:

Naci optimalnu verednost funkcije

- 1
nF(x) =Y 2 = — 5.26
min F (x) i:1x e (5.26)
AT x> 1,um, (5.27)

gde je (5.27) sistem ogranicenja, tj. sistem nejednacina, pisan u matricnom obliku.

Na potpuno slican nac¢in mozemo konstruisati i matematicki model linearnog

. . . - . T v
programiranja za drugog igraca. U tom smislu sa q = (q1,...,¢,)" o0zna¢imo
verovatnoce izbora neke od strategija j = 1,...,n drugog igraca, kao i

( e (5.29)
y=Wy---sYn) = q .
v(q)
gde je

v (q) = max (qualj, qua2j, ey quamj> . (529)
j=1 j=1 j=1

Sada, na osnovu tako postavljenih uslova imamo slede¢i problem linearnog programi-
ranja u obliku standardnog problema maksimuma:

Naci optimalni - maksimalnu vrednost finkcije

- 1
max Fy (y) = D ;= — (5:30)
j=1
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Ay <l,um (5.31)

gde je (5.31) sistem ogranicanja, tj. sistem nejednacina, pisan takodje u matricnom
obliku.

Ocigledno da se u ovom slucaju radi o problemu linearnog programiranja koji
je dualan sa ranije opisanim problemom minimuma, pa je iz tog razloga dovoljno,
primenom principa dualnosti, na¢i optimalno resenje bar jednog od njih, a resenje
drugog dobija se dualno. Nakon odredjivanja sistenma vektora (z*,y*) koji pred-
stavljaju trazena optimalna resenja navedenih problema linearnog programiranja,
optimalne mesovite strategije prvog i drugog igraca dobijaju se na sledec¢i nacin, tj.
po obrascima:

p*=v"-x*, qQ-=v" -y, (5.32)

pri cemu je
1 1
R B (533)

Na ovaj nacin problem nalazenja optimalnih mesovitih strategija proizvoljne ma-

tricne igre G u potpunosti je resen.

5.3.2 Parametri trziSnog ucesca

Neposredno pre primene modela teorije igara koji smo u prethodnoj tacki kon-
struisali radi primene u marketing - odluc¢ivanju, potrebno je odrediti tzv. pro-
cenjene vrednosti trziSnog ucesca, koje u stvari predstavljaju elemente matrice
pla¢anja u igri G4. Ove vrednosti, u opstem slucaju, nije moguce sa sigurnoséu i
pouzdano odrediti. Iz tog razloga one se najcesée definisu kao slu¢ajne promenljive
koje imaju, bar priblizno, normalnu raspodelu. '? Finkcija gustine u tom sluéaju

data je sa:

(z —p)?

1
e 20  z€eR, (5.34)

oV 2

fx) =

12Ivanova V. M, Kalinina V. N., Nesumova A. L., ReSetkinova L. A.: Matematiceskaja statistika,

Moskva, 1975.
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gde su p i 0 numericki parametri normalne raspodele, koje treba odrediti. Kada
je u pitanju odredjivanje parametara p i o, menadzment kompanije vrsi procenu
njihovih vrednosti, ¢ime se suzava moguénost izbora strategije koja nije optimalna.
Da bi se to postiglo potrebno je uzeti u obzir sve neophodne podatke na osnovu
kojih se procenjuje promena trzisnog uces¢a kompanije. Na ovaj nacin, dobijaju se
occenjene vrednosti parametara p;; € R i o > 0 normalno raspodeljenih sluc¢ajnih
promenljivih a;;. One odgovaraju svakoj pojedinacnoj situaciji matricne igre G'4 sa

matricom placanja A = [a;;] . pa na temelju toga mozemo pisati:

mX

ag ~ N (Mija Uizj) > ij ~ flij £ 045 (5.35)

U narednom koraku, koristeéi softversku aplikaciju kojom se simulira model
odlucivanja, a koja je za ove potrebe originalno programirana, mozemo pristupiti
simulaciji postavljenog modela linearnog programa, koja se realizuje u nizu od n
sukcesivnih koraka, naprimer, n = 100, 150,200, .... Broj simulacija n zavisi od
procene koliko ¢emo dobiti dovoljno pouzdane procene potrebnih parametara. Svaka
simulacija pojedinacno, tj. sve realizovane vrednosti promenljivih a;; predstavlja
verovatnocu promene trziSnog ucesca izrazenog u procentima, koja se javlja kao
posledica kombinacije odgovarajuéih strategija prvog i drugog igraca u igri G 4.

Dakle, ove softverski simulirane vrednosti ¢ine elemente matrice placanja A,
odnosno parametre kojima se formira odgovarajuc¢i model linearnog programiranja.
Na taj nacin, resavajuci ovako postavljen model linearnog programiranja dolazimo
do optimalne strategije, odredjene na osnovu datog skupa simulacija. Naravno, op-
timalne strategije koje, uz primenu odgovarajuceg softvera, dobijamo kao rezultat
ponavljanja postupka simulacija, medjusobno variraju, $to nam omogucéuje formi-
ranje njihovih distribucija frekvencija. Tada se optimalna strategija u ovako kon-
struisanom modelu odredjuje na osnovu aritmetickih sredina formiranih dis-

tribucija.
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5.4 Softverska implementacija

i primena modela

Kao primer, za ilustraciju modela odluc¢ivanja u marketingu, koji smo u prethod-
nim tackama opisali, iskoristicemo rezultate istrazivanja do kojih smo dosli u pre-
duze¢ima RODA MERKATOR i IDEJA u Knjazevcu, na ¢emu im ovom pri-
likom zahvaljujemo, a koja dele odredjeni segment trzista robe Siroke potrosnje.

Da bi povecali trzisno ucesé¢e menadzmenti oba preduzeca pokre¢u kampanju
reklamiranja svojih proizvoda koji se nude na trzistu. S obzirom da je ukupna
prodaja limitirana kupovnom mo¢i potrosaca, to se traznja jednog preduzeca moze
povecati jedino preuzimanjem dela trzista koje drzi konkurent, pa je od posebnog
znacaja odabrati pravu strategiju reklamiranja. Dalje, moze se predpostaviti da
¢e menadzmenti obe kompanije zapoceti kampanju reklamiranja na svakom od tri
moguca medija: novinama, radiju i televiziji. Na taj nacin, moze se formirati matrica
placanja formata 3 x 3 u koju ulaze procenjene vrednosti svih efekata, tj. svih
moguc¢ih kombinacija strategija sa procentnom promenom trzisnog ucesc¢a datog
preduzeca, kao i procenjene vrednosti standardne devijacije trzisnih efekata.

Prema rezultatima istrazivanja, matrica placanja preduze¢a RODA, kao prvog,
u odnosu na preduzeé¢e IDEJA kao drugog igraca, u kojoj su navedene procenjene
vrednosti oc¢ekivanja i standardnih devijacija u procentima promena njenog trzisnog

ucesca, glasi:

0,5£0,1 2,5£0,3 —1,5%+0,2
A= 1,5+0,2 -0,5£0,1 0,5+0,1 (5.36)

-0,5£0,1 0,5+0,1 1,5£0,2
Dakle, elementi matrice pla¢anja A dobijaju se na slucajan nacin, ka realizacije nor-
malno raspodeljenih sluc¢ajnih promenljivih sa gore navedenim procenjenim vred-
nostima matematickog ocekivanja i standardnih devijacija procentualnih promena
trzisSnog ucesca. Pritom, strategije preduzeca RODA rasporedjene su kao vrste, a

strategije preduzec¢a IDEJA po kolonama matrice plac¢anja A. Za oba preduzeca
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odgovarajuce strategije predstavljaju njihovu odluku da svoje proizvode reklami-
raju, redom, u novinama - prva vrsta i kolona, zatim na radiju - druga vrsta i
kolona a na kraju na Televiziji - treca vrsta i kolona. To preciznije znac¢i da vred-
nost ay;; ~ 0,5+ 0, 1% predstavlja procetni iznos poveéanja trzisnog uceséa prvog
igraca tj. preduze¢a RODA u odnosu na preduzeée IDEJA | kao drugog igraca, uko-
liko oba preduzeca kao svoju strategiju odaberu reklamiranje u novinama. Sli¢no,
naredna vrednost matrice a;p ~ 2,5 + 0,3% pokazuje procentni iznos smanjenja
trzisSnog uces¢a preduzeca RODA ukoliko ona izabere reklamiranje u stampi, a
konkurentska firma izabere reklamiranje na radiju itd.

Na ovaj nacin, stvorene su neophodne predpostavke za primenu napred opisane
procedure nalazenja optimalnih strategija obeju suprostavljenih kompanija. For-
malno, sam postupak mozemo iskazati algoritmom koji se sastoji iz sledeceg niza
iterativnih koraka:

Korak 1: Za k =1,2,...,n treba ponoviti sledece korake.

Korak 2: Izracunati k- tu realizaciju igre G4 sa matricom A = [a;;], gde je
a ~ N (5, 0;5) 1 oznacimo ih sa A [k].

Korak 3: Odrediti minimum funkcije cilja Fj(x) uz ogranicenje
A [k]T X Z 1TL><17

a dobijeno resenje minimizacije oznacite sa x* [k], a minimum funnkcije sa Fj (x*) =
Fy (K]
Korak 4: Slicno kao u prethodnom koraku, stim $to sada resavamo dualni

problem, tj. odredjujemo maksimum funkcije cilja F5(y) uz ogranicenje
A[k] 'y S 1m><17

a dobijeno resenje oznacite sa y* [k].

Korak 5: Rac¢unamo p*[k] = v*[k] - x* [k] i q* [k] = v* [k] - y* [K], kada je
v* [k] = Fy [K]

Korak 6: Sledeci k.

Implemetacija softvera koji je opisan u napred navedenih koraka od 1 - 6, rezultat
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3 a napisan je u statistickom programu "R”. za ovu svrhu

je originalnog rada autora!
koristili smo slucajne brojeve generisane algoritmom za generisanje ¢lanova matrice
A kao i Nilder - Mead’s metod optimizacije koji je takodje realizovan u statistickom
programu ” R”. Primenom ovih postupaka u nasem modelu nakon n = 100 simulacija

jednako raspodeljenih slucajnih promenljivih a;; dobili smo procenjene vrednosti

optimalnih strategija p* i ¢* kao i procenjene vrdnosti igre v*.

5.4.1 Postoptimalna analiza

U slede¢em koraku ispitali smo njihova stohasticka svojstva, odnosno empiri-
jske raspodele realizacija p* i ¢* i opisali realizaciju nekih slucajnih promenljivih sa
odgovarajuc¢om distribucijom. Empirijske distribucije, histogram sa odgovarajuc¢im
empirijskim funkcijama gustine, dobijenih procena prikazane su na slici 5.2

Kao sto mozemo videti procene strategija prvog igraca, tj. kompanije RODA,
pokazuju neke varijabilnosti u zavisnosti od vrednostii realizacija normalno dis-
tribuiranih slu¢ajnih promenljivih a;; u matrici A [k]. Sa druge strane, oc¢igledno je
da su procenjene vrenosti optimalnih strategija drugog igraca, tj. kompanije IDEA
ravnomerno rasporedjene, odnosno sve one imaju jednaku verovatno¢u uspeha.

Slican zakljuéak mozemo dobiti od sumarnih statistika koje su prikazane u Tabeli
1. Za optimalni niz strategija p*, ¢*, kao i niz v*, izracunavamo neke od uobicajenih
statistickih parametara kao $to su: minimum, maksimum, mediana, standardna de-
vijacija itd. Specijalno, mi smo uzeli sredstva za ove serije kao procenjene, optimalne
vrednosti, odnosno procentualne iznose sredstava koja svaka od kompanija treba da
ulozi u odgovarajuci oblik reklame. Optimalne strategije preduzeca RODA mogu

se iskazati vektorom:

p* = [0.2067,0.4290, 0.3643]" (5.37)

¢ije komponente predstavljaju procentualne iznose sredstava koje ovo preduzece

13 Autori su prof. dr Vladica Stojanovié, prof. dr Milan Bozinovié i mr Nina Petkovié, Prirodno

- matematicki i Ekonomski fakultet Univerziteta u Kosovskoj Mitrovici, FMZ Zajecar, [76].

85



Igre i Marketing 86

1. PLAYER

@ ¢ WH N

—]

]
3
4
L

= o ‘1- |
£ - i § - l
[t 0 a s
Il 1 i ﬁl
= T = T T T CI-I |'-|. o | |.'|
60 01 0.2 03 04 0.0 0.2 04 06 DB 00 02 D4 08
B B By
2. PLAYER
8 - - g - ~t g8 - —h
o o o
8 g 2
2= =
fa fe- 2
e = =
(=] =1 =1
& - 8 8
= [ -
o I S L . | L T L L | S L L L.
0.329 0.335 0,350 o320 0335 0320 6320 0.335 0.359
@ Qx Qy

Slika 5.2: Empirijska raspodela optimalnih strategija

treba da ulozi, redom, u oglasavanje u novinama, na radiju, i televiziji. Sa druge
strane, optimalne strategije drugog igraca tj. firme IDEA, kao reSenje dualnog

problema glase:

q" = [0.3333,0.3333,0.3333]" . (5.38)

Dakle, ovo preduzece sa jednakim verovatnocama treba da bira bilo koju ¢istu
strategiju, odnosno, da se na isti nacin, sa jednakim sredstvima i jednakim ulagan-
jima reklamira u svaki od navedenih medija. Najzad, u relizovanom modelu dobijena

je prosecna optimalna vrednost igre
v* = 0.4600 (5.39)

to znaci da ¢e preduzeée RODA, u idealnom slucaju dobiti 0.46% trzista koje drzi
njegov konkurent. Suprotno tome, za drugog igraca, dakle, preduzete IDEA, ista
dobijena vrednost igre v* predstavlja minimalnu vrednost gubitka trzista, izrazenu

u procentima.
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Statistika | Vred. igre [—Optimalna strategija prvog igraca |—Optimalna strategija drugog igraca
i | om | m ai g2 i |
Min. 0.1580 0.1207 0.2768 0.1112 0.3333 0.3333 0.3333
1st. Qu 0.4126 0.1740 0.3739 0.3158 0.3333 0.3333 0.3333
Median 0.4699 0.2044 0.4106 0.3804 0.3333 0.3333 0.3333
3rd. Qu. 0.5244 0.2340 0.4692 0.4347 0.3333 0.3333 0.3333
Max 0.6867 0.3429 0.6687 0.5499 0.3333 0.3333 0.3333
Mean 0.4600 0.2067 0.4290 0.3643 0.3333 0.3333 0.3333
St. Dev. 0.1058 4.23E-02 | 859E-02 | 8.93E-02 | 1.51E-08 | 1.91E - 08 | 1.28E - 08

Tabela 1. Statistika optimalnih strategija i vrednosti igre.
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Glava 6

Zakljucak

6.1 Potvrda hipoteza

U Glavi 2. ovoga rada, izlozeni su osnovni elementi Teorije nelinearnog pro-
gramiranja, kao jedne od vaznijih metoda kvantitavne analize, s’obzirom da je
broj nelinearnih problema koji se javlaja u praksi znatno veé¢i od onih koi su lin-
earnogg tipa i samim tim jednostavniji za rezavanje. Kako je napred navedeno
svaki problem nelinearnog tipa koji se zeli modelirati nekim od modela nelinearnog
programiranja zahteva specijalnu matematicku pripremu konkretnog matematickog
modela, posto opsti metod za reSavanje zadataka ovoga tipa ne postoji. Od poznatih
ekonomskih parametara - funkcija koje opisuju na mikro planu proces proizvodnje,
traznju, ukupne prihode i rashode i na kraju dobit, mi smo odabrali da u kompaniji
Dheleze group u Zajecaru, sprovedemo anketu vezanu za prodaju tj. traznju robe
siroke potrosnje, od koje smo izdvojili neke karakteristicne artikle i pratili njihovu
traznju, sa ciljem da u nelinearnim uslovima ispitamo ponasanje traznja tj. ispi-
tamo mogucénost povecanja prodaje nekih vrsta roba. S’obzirom da su nam od
strane kompanije Dheleze group izasli u susret i omogucili pristup svojim podacime
mi smo pristupili realozaciji postavljanog cilja u istraziivanju. S’hodno tome izvrsili
smo i izbor metodologije kojom ¢e dobijeni podaci biti obradjeni, i naravno, posto je

unapred postavljen princip ponasanja traznje u nelinearnim uslovima, odabrana je
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metodologija nelinearnog programiranja. Takodje, u ovom slu¢aju bilo je neophodno
ukljuciti i druge uslove, kao sto su potrebni i dovoljni uslovi Kun - Takera, Teo-
rema Ethovenova, kao i Lagranzeova funkcija, Lagrazeovi multiplikatori,nabla op-
erator itd. Uz tako postavljen matematicki aparat i rezultati do kojih smo dosli
u toku istrazivanja, nakon konstrukcije odgovarajuceg matematickog modela kojim
bi smo mogli resiti postavljeni problem, pokazalo se da je u uslovima nelinearnosti
moguce znatno povecati prodaju nekih koli¢ina robe, $to se naravno da i primeniti
u opstem slucaju, a ne samo na pojedine artikle ¢iju smo prodaju pratili. Kao
i u drugim slucajevima, mi smo nase rezultate dostavili menadzmentu kompanije
Dheleze group.

Na ovaj nacin, i na ovom primeru, mi smo dokazali nasu podhipotezu: 1. Metodom
noelinearnog programiranja moguce je izvrsiti optimizaciju funkcije ukupnih prihoda
P, u nelinearnim uslovima.

Ekonomja uopste, posebno ekonomska praksa koja pokusava da nadje egzaktne
odgovore na mnoge nepoznate izazove u raznim situacijama susre¢e se sa jednim
opstim problemom. Naime, u ekonomskoj teoriji, sa aspekta kvantitativne analize,
problemi koji se javaljaju sa veCom ucestaloséu, uglavnom se mogu klasifikovati u
dve klase. Prva klasa obuhvata probleme linearnog tipa a druga obuvata one
koji to nisu tj. probleme nelinearnog tipa. Za probleme linearnog tipa u raznim
matematickim teorijama kao Sto su Matematicka statistika, Teproja verovatnoca,
Teorija Haosa i citav niz drugih, metodom matematickog modeliranja pojedinih
problema kreirani su univerzalni matematicki modeli kojima se moze resiti veoma
veliki broj upravljackih zadataka linearnog tipa i to skoro na uniforman nacin, po
gotovo danas kada su za mnoge od njih razvijene i odgovarajuce softvrske aplikacije,
Sto znatno ubrzava njohovo reSavanje.

Medjutim, kada je re¢ o klasi nelinearnih problema stvar je znatno kompliko-
vanija, pre svega zbog toga Sto je ova klasa problema znatno brojnija od klase
linearnih, i drugo, za ovu klasu ekonomskih problema nije moguée stvoriti opste i
univerzalne matematicke modele kojima bi se svaki od njih mogao resiti na jedin-
stven nacin. Dakle, svaki ekonomskih problem iz klase nelinearnih problema jeste

problem za sebe i za svaki od njih neophodno je konstruisati specijalan matematicki
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model. Kad na tu ¢injenicu dodamo jos i njihovu ogromnu dimenziju to nas dovodi
do dosta velikog problema tj. ako i uspemo da postavimo odgovarajuc¢i matematicki
model zbog njegove velike dimenzije, tj. veoma velikog broja matematickih op-
eracija i algoritama koje reba realizovati, sto je danas u vreme veoma razvijene
racunarske tehnike skoro nemoguce. Iz tih razloga u reasvanju zadtaka nelinearnog
tipa neophodno je uklju v citi ¢itav tim ljudi pocev od ekonomista, matematicar
programera itd.

Mi smo u ovom radu, s’obzirom da je linearna klasa problema znatno jednos-
tavnija i unificiranija, odluéili da nasu paznju posvetimo nelinearnoj klasi ekonom-
skim problema i da u okviru jedne kompanije obavimo potrebno istrazivanje, u ovom
slucaju to je bila Fabrika mernih transformatora u Zajecaru, i da metodom Nelin-
earnog programiranja pokusamo da resimo neke od organizacionih problema, prob-
lema investiranje u proizvodnju nekih artikala kao i da damo odgovore na pitanje da
li uopste treba u neke od njih investirati ili ne. To istrazivanje je sprovedeno u nave-
denoj kompaniji i dobijeni rezultati su prezentirani u Glavi 3. Dinamicko programi-
ranje, kao specijalan slucaj metode Nelinearnog programiranja. Ovim istrazivanjem
i obradom dobijenih podataka kao i odgovaraju¢om ekonomskom analizom, mi smo
nasu podhipotezu:

2. Metodom dinamickog programiranja, kao specijalni slucaj nelinearnog programi-
ranja, moguce je izvrsiti optimalnu raspodelu sredstava za investiranje, u potpunosti
dokazali.

U ekonomskoj Teoriji problemi i razlicite konfliktne situacije koje mogu nastati iz
potpuno ne predvidjenih razloga ili cak namerno generisani, kao $to se u poslednjih
nekoliko godina desila ekonomska kriza koja je produkt spekulacija na svetskim
finansijskim i drugim trzistima, pad cena akcija na berzama, zatim pad cena nafte
do najnizih granica da bi se ugrozile ekonomije nekih zemalja, nije lako predvideti
adhok nacin i na¢i odgovarjuce optimalno resenje. Dakle, iskustvena je ¢injenica da
su problemi ovakvog tipa haoti¢ni i pre svega ne predvidivi. Medjutim, odgovarajuce
matematicke teorije i njihove primene mogu na neki nacin preduprediti moguce
turbulencija nacionalnih ekonomija, kao Sto je inflaacija domacih valuta, pad cena

akcija na berzama itd.
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U okviru ovoga rada mi smo se bavili primenom jedne od takvih metoda. U
pitanju je Teorija Markovljevljevih lanaca, kojom se mogu davati razne prognoze o
raznim kretanjima i ponasanju nekih ekonomskih parametara, na primer, na finasi-
jskim trzistima, berzama itd. U ovom radu razmatrana je primena ove teorije na
primeru Beogradske berze gde smo posmatrali kretanje prinosa akcija odabranih 10.
kompanija i na osnovu dobijenih rezultata dali prognozu najboljih kretanja prinosa
akcija pojedinih kompanija i na taj nacin dokazali podhipotezu:

3. Metodom Markovljevih lanaca moguce je dati prognozu promena raznih ekonom-
skih parametara, kao Sto je: promena prinosa akcija na berzi, ponasanje potrosaca
itd.

Matematicke teorije i pojedini njihovi modeli koji su koris¢eni u toku izrade ovoga
rada predstavljaju jedan veoma mali deo matematickog aparata koji istrazivacima
stoji na raspolaganju i kao takvi predstavljaju izazov i motivaciju za nova istrazivanja
kako u njihovoj primeni, tako i razvoju novih mtodologija kao njihove nadgradnje i
uopstenja. S’obzirom na veoma ubrzan razvoj racunarske tehnike i softvera, otvara
se jedna potpuno nova dimenzija u istrazivackim projektima, o kojima ranje nije
moglo ni da se govori. Neke od takvih ideja realizovane su u okviru teme ove dok-
torske disertacije. Naime, za potrebe ovoga rada razvijen je jedan originalni softver
za simulaciju nekih statistickih parametara u modelu Teorije igara koji je kreiran za
potrebe odlu¢ivanja u menadzmentu, Glava 5. Na taj nacin potvrdjena je jedna od
postavljenih podhipoteza:

4. Matematicke modele Teorije igara moguce je primeniti u optimizaciji raznih
ekonomskih situcija kao sto je, na primer, marketing odlucivanje.

U ovom slucaju osim matematickog modela koji je originalna kombiinacija Teorije
igara, Matematicke statistike ii Linearnog programiranja, kreirana je i odgovarajuca
originalna softverska aplikacija koja resava postavljeni zadatak u ovom slucaju u
marketing odlucivanju. S’obzirom da se radi o univerzalnom modelu, on se kao
takav moze, osim marketinga, primeniti i u raznim drugim situacijama u oblasti
ekonomije ili u nekoj drugoj naucnoj disciplini.

Na kraju, pored teorijskog aspekta teme koju smo istrazivali, empirijski deo u

kome smo, na konkretno odabranim kompanijama dobili originalne rezultate postavl-
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jene pomo¢nim hipotezama ¢iji je dokaz ocigledan, na taj nac¢in dokazana je i glavana
hipoteza koja glasi:

Prilagodjavanjem nekih poznatih matematickih modela kvantitativne analize, kao
i razvojem novih, moguée je izvrsiti optimizaciju raznih konfliktnih situacija u poslo

UNIM PTOCESIMA.

6.2 Doprinos

Rezultati naucno-istrazivackog rada do kojih se doslo tokom rada u okviru teme:
Matematicki modeli optimizacije poslovnih procesa, pored upotrebe dela
poznatuh teorija, predstavljen je i originalan veoma Sirok aspekt primene kako poje-
dinih matematickoh modela tako i originalno konstruisanih softverskih aplikacija za
reSavanje nekih od opisanih modela, sto je od velikog znacaja za primenu u praksi.
Sto se tice doprinosa ove disertacije, u opste, on se moze globalno klasifikovati u dve

celine i to: Naucni i drustveni doprinos.

6.2.1 Naucni doprinos

Kada je re¢ o nau¢nom doprinosu i karakteru ove teze pokazalo se da su metodologije
i neki matematicki modeli opisani u okviru ovog rada od posebnog znacaja za pri-
menu u raznim mikro i makro analizama, posebno kada su u pitanju finasijska
trzista, trzista hartija od vrednosti, trziste nekretnina, berze itd. Na mikro nivou,
u ovom radu takodje su date ideje i mogucnosti primene nekih od teorija kao sto
je Teorija igara i njena primena u marketing odlucivanju, a opisana je u Glavi 4.
Ona predstavlja kombinacijeu Teorije igara, linearnog programiranja i matematicke
statistike, i predstavlja originaln model autora ovoga rada, koji za logistiku takodje
ima originalan softver koji sam resava Citav matematicki model, tj, nalazii opti-
malne strategije svih ucesnika u igri, konstruise matematicki model linearnog pro-

gramiranja, kako stadardni problem maksimuma tako i dualni problem, kojim se
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prakticno izracunavaju optimalne strategije i na kraju sam generise neke parametre
funkicije gistine raspodele verovatno¢a da bi na samom kraju u zadnjem koraku
izracunao vrednost igre, ¢ime je zadatak u potpunosti resen. Jedan takav primer
dat je na primeru dveju kompanija: Ideja i Roda Merkator u Knjazevcu, gde je
ilustrovan rad ovog modela kao i softvera na primeru podele trzisnog ucesé¢a ove dve
kompanije u funkciji reklama svojih proizvoda.

Ovaj model, kao i mnogi drugi, predstvalja opsti algoritam za reSavanje ovakvih
i slicnih problema u bilo kojoj drugoj situaciji ili nau¢noj oblasti, sto je svakako
vazan doprinos teorijskoj nauci kvantitativne analize i operacionih istrazivanja.

Osim ovoga znacajan naucni doprinos u ovom radu pokazan je na primeru metode
Nelinearnog i dinamickog programiranja, kao specijaln slucaj metode NLP-a, u op-
timizaciji funkcije prihoda P,(z) u nelinearnim uslovima, a ti rezultau su objavljeni
u radu [66], Fakta univerzitatis Univerziteta u Nisu. Takodje, jedan od vaznijih
rezultata jeste primena metode dinamickog programiranja na optimizaciji raspodele
investicionih sredstava u fabrici mernih transformatora u Zajecaru, gde se doslo, ne
samo, do originalnih rezultata u vezi sa raspodelom sredstava koja su planirana za
investiranje ve¢ i do dela analize proizvodnje u smislu Sta jeste a Sta nije rentabilno
proizvoditi, Sto je menadzment fabrike veoma dobro prihvatio.

Posebno treba ista¢i primenu Teorije Markova, specijalno Teoriju Markovljevih
lanaca na primeru Beogradske berze, gde je odabrano 10. kompanija i pomocu
navedene teorije izvrSena je analiza prinosa akcija kompanija koje su razmatrane,

sto je od velikog znacaja za potencijalne investitore koji bi eventualno ulozili u neku

id njih.

6.2.2 Drustveni doprinos

U okviru konstrukcije plana istrazivanja zadane teme analizom dosadsnjih rezul-
tata koji su objavljeni po raznim domac¢im i medjunarodnim casopisima, a koji se
bave ovom problematikom, dosli smo do problema koje ¢emo istrazivati, ¢ime se §iroj

javnosti, koja se bavi ovim problemima ukazuje na moguénost primene, ne samo u
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radu opisanih metodologija i matematickih modela, ve¢ i na ciitav niz drugih. Na
taj nacin ova doktorska disertacija otvara nove mogunosti za dalja istrazivanja koja
su znacajna za nove doktorante i druge istrazivace koji se bave ovom i slicnom prob-
lematikom. To se, pre svega, odnosi na moguc¢nost raznih uopstenja i modifikacija
pojedinih matematickih modela kao i kreacije novih, polaze¢i od meodela koji su
opisani u okviru ovoga rada i ne samo od njih. Na kraju, svaka doktorska disetacija,
pa i ova, je od velikog drustvenog znacaja jer stvara nove mlade istrazivace ¢iji ¢e
rezultati u svakom slucaju doprineti razvoju, pre svega, privrede, ekonomije a na
taj nacin i razvoju drustva u celini.

Osim toga, radovi ovakve vrste treba da iniciraju motivaciju kod drugih stude-
nata za obrazovanjem, napredkom u nauci, s’obzirom na nove temelje i principe na
kojima se gradi, ne samo nase drustvo, ve¢ drustvo u globalnom smislu, specijalno
kada je ekonomija u pitanju, a re¢ je o ekonomiji zasnovanoj na znanju.

Na kraju, u savremenoj ekonomiji odluke koje treba da donosi menadzment kom-
panije vise ne mogu da budu bazirane na iskustvu, ve¢ savremeni menadzment mora
da poseduje, osim znanja kvantitavne analize, i ozbiljna informaticka znanja, kako
bi odluke koje donese bile optimelane i ne bi proizvodile Stetne posledice po kom-
panije kojima rukovode. Stim u vezi ovakvi i sli¢ni radovi imaju ogroman edukativni

znacaj, pa na taj nacin i vazan drustveni doprinos.

6.2.3 Buducéa istrazivanja

S’obzirom na veoma brz razvoj matematickog aparata koji se odnosi na primenu
u raznim oblastima nauke, pre svega kvantitativne analize, operacionih istrazivanja
, matematicke statistike koje su logisticki podrzane informacionim tehnologijama
i stvaranjem novih i brzih softverskih aplikacija, razvoj ekonomije uopste dobija
sve vec¢e ubrzanje, Sto za posledicu ima veoma visoka znanja kod upravljackog
menadzmenta, to i jeste motivacija istrazivacima za novim resenjima, kako u teori-
jskoj nauci tako i u primenama. Na taj nacin ovaj rad otvara dovoljno moguénosti

novim istrazivacina za potragom novih resenja, modifikacijom postoje¢ih kao i nji-
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hovom primenom.

U tom smislu mozemo navesti kao moguce pravce daljag istrazivanja koja ova
disertacija daje sledece:

1. Uopstenja modela koji je u Glavi 5. opisan, a odnosi se na odlu¢vanje u
marketingu primenom Teorije igara. Ovaj model moguce je prosiriti i na druge
naucne discipline u nekim konkretnim situacijama uz naravno potrebne modifikacije.
Osim toga primenom Teorije igara moze se konstruisati matematicki model raspodele
resursa, na primer ljudskih, Sto je od velikog znacaja za Armiju u slucaju ratnih
operacija i raspodele svih postoje¢ih resursa kojma se raspolaze u datom trenutku,
ljudstva tehnike i raznih drugih orudja.

2. Matematicki model linearnog programiranja koji je koris¢en u predhodnom
modelu, moze se primeniti i u drugim oblastima Teorije igara uz odgovarajuce mod-
ifuikacije, a onda kao takav i u drugim nau¢nim disciplinama.

3. Modeli Teorie igara imaju zanc¢ajnu primenu u Biologiji, konkretno u DNK
analizi.

4. Model Dinamickog programiranje moze se primeniti u bankarstvu kod izb-
ora projekata kji bi bili finansirani od strane banke, kod raspodela investicija, itd.
Takodje, moze se konstruisati model dinamickog programiranja za raposdeli rea-
sursa, slicno kao u Teoriji igara.

5. Uz model Markovljevih lanaca moguce je konstruisati neke druge modele koji
ukljuc¢uju problem rizika, kao parametra, kojeg u Markovljevim lancima nema, Sto bi
stvorilo moguénost njegove diversifikacje, tj. svodjenja na najmanju mogucu meru.

6. Na kraju, nelinearno programiranje daje najvete mogucnosti za nova is-
trazivanja i konstrukciju novih modela optimizacije u nelinearnim okolnostima jer
je broj ekonomskih problema, i ne samo ekonomskih, znatno ve¢i od problema lin-
earnog tipa za koje su ve¢ kreirani neki standardni modeli optimozacije kao sto su

Simpleks metod, Model transporta itd.
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